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PARA THENIE

Ky |ibér do @ ndihmon gat 18 mésuartl ¢ matomatikés né vitm ¢ ireté. T¢ jesh aktiv dhe
i rregullid n@ puné, kurse ijo do 1 ndibmon né ményrd 12 pavarur 1 pervetBsosh mjohin gf do
o el knagiui dhe sukies né mésim,

Literi ahté ndark né katér térési tematike, Terésité lemutike fillojné me pErmbajtien e
e, kurse njlsi® meésimore jané me nammn.
Vircji shenjat né njésind mésimore dhe véreje porosing e ryre.

L ez wmnlwmﬂmqﬂﬂhﬁﬂjﬂﬂqnﬂﬂlﬁ
Kepmb kajtohesh dhe 1*} zgjidhésh kirkesat e dhéna Ajo do ta leltéson 1@

msuarit ¢ phrmbajijeve € tyre,

. mmﬂiﬂ“ﬂldﬁﬂph

’ » v oor detyrsl gf do 1l zgjidhish nd ord @ mésimit o mEnyrE ©
pavarur ose me ndibmdn ¢ arsimen Wl kure apo Sshié né
mpbumé mEsmmore.

= Me shenjén rreth 8 jepet pyctic né 18 cilén dubes o japish phrgiigie.
7 Me kétd shenjé éshid dhénd informacion: pér sqartmin ¢ komoeptit 8 n

. Mbafmend?  Kjo 12 udbzon gka Eshié o réndésishme pér konceptm e
vl"' Kjo porosi té jep nd dije 11 kushsosh kujdes mé 1& madh.

Detyrs Pas ¢do mjsic mésimore jand dhing detyra Duke sggidhur

@ @ @ rregullisht dhé n ményré of paverur né kito detyra mé miné do

. ' # =+ ia kapiosh sl 9f ¢ ke mésuar. Pérgjigiet namja krahusoji me
pérgiigiet dhe rgjidhjet 18 cilat jané dhéné né find b fibrit

Kouar do o hasish né véshimi gasé 1f mésuar ¢ pérmbajtpeve i caktuar, mos u dordeo,
pérpaqu péreén, béru kémbnguiis
130 12 na péron nése ky libér of mundéson W amah sukves o shkdigyeshim.
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TEMA1  FUNKSIONI EKSPONENCIAL
DHE LOGARITMIK

| Knjsivu! = Viern e fugisa',a > 0 dshié
- mjévlerdsisht ¢ pircakiuar pér
=g a-a-..a oelR neN  pomnincomnl r
e - ] Ky gryium vigon pre) pérkuflzimit pér flaginé
g m]ia FF,:-H.L e troges ey natyror dhe mcional
"
.:'-ﬂ':"_m"-‘ﬂ. m,na N, U Fugis @, @ > 0, githashiu, &l npvie-

réaiuhi ¢ pErcalouar nése 1 Eshié numér
racional K€ grykim muk do ta vErctojmit.

Kufizimd @ > 0 Eshed futor pér shkak @ kushiit @ < 0 fogia o pér diss viers 1 treguesit

¥ nuk fshné numeér real, Pir shembull pér @ = -9 tr*‘%hﬂ {_gﬂ =J0=NegR.

Operacionet me Fugl treguesd | 1# ciléve Eshid numir real nxirren sipes mogullave off viend me
tregues numér natyror,
Verietimi i disa prej tyre Sshil shumnd | ndérlikuar, prandaj nuk do wm bémé,

blﬂiq—ﬁ-utm oy
OlE - E-rfra'k be-a @ d.a'l a8 -16:

9aila :a), are; ﬂ[(:-:]‘ ]Hﬁ-

Vérefe agfidhfen;
© Operscionet me fugl nxirren sipas kityre rregullove:;
| o ol Ll ol T ol Pay =g~

a a-
ig-bpr=a~-b~ ¥ [;].'F bz0, mna R

DG P - FP e =g

o((f ) ) e
=



Sipas asaj g u permend paraprakisht pér fuginé @, @ > 0 Eshis mjevierssishn |

|5 | pEroaktuor pér gilo mmmds renl r, domethénd mund 12 pérkufisoym® nje paegyrim
Fx—va ose Ax)=a', a>0, aw ] meid cilén bashkésia R pasgyrohet né 1.

Mibaf menat

"-’hﬁlnmnhfuiﬂh a=>0, il.l'llulluiﬂlhhqml,ﬂl.linue l=llr.
gifherd p=1"=] piredo x& R pra nuk kn kuptim 16 shqymohet funksioni § cili éshié
[T EN

[Z> it prej ketyre fundasaneve jané cksponenciake

A=l By=s m-[[:*%]']'; :}r-(-'i}‘?

Viéreje pirgjigie.
© Vesim funkwionet &) dhe ¢) pund choponencaaie

[B> viesto grafikum ¢ fumkaionit:

&)y =25 L] j"[i].; ay=% IH"[*;]'
Vérefe agfidifon:

© Funksbone! s& pari | paraqesim tabelarisht, ku pér argumentin © japim numrs 1@ photé dhe
pér caktimin me 1€ leheg 1€ vierave 1 funksionil.

% alalalolr]2]s .”
RN iy
y=e ala2lxl1l 214 % 7
A E p. 4 a
| 111l o L
™~ - -] — | — "'—-"'-'n
T ARRAARE
3
x alzlale]llzls
111
= 1= l=11]3]%| s
4 fHERE -J-idi_'l‘l'l-:ll.
,.[l]n olalofr]r]r g1
3 ilol|z

Girafikét ¢ fimbioneve a) dhe b) jand paragiter né fig. 1, kerse ¢) dhe o) fig 3



TE shqyriojmé disa veti & funksionis y = 2*, I
1. Funksioni &shté pérkufizuar pér 12 gjithe mumrat realé g »

vijon peej vet périufizimit D; x € R. & &
2. Vierat e funksionit jané gfarédo numra pozitiv reals, vijon % || 7 H

prej pérkufizimit, d.m.th. I";.:J.'E R == 6
3. Pér x=0 vijon yp=a'= |, dm.th_ grafiku kalon népér b AN
. pikén (0, 1), 4
" Funksioni y = fx) monotonisht rritet néae pér ¢farédo I

II.,I!I_E .ﬂ‘, dhe -t.:'-'"'-rrl ViLjon B 3 2.0 1-':'2-—5—:

f{-"'-z} 1

"7 Funksioni ¥ = f{x) mmmuu}umldmnh:ph £ix)

¢farido x. x, € O, dhe x, > x, vijon se fx,) < fx ), dm.h Tx::lil.
4 Nose x,>x, >0, uehere T8 2" _pua o)

flm) 2°
Nise x, <0, x, <0, kurse x, > x, né aif rast be t& jei? x = -k, (k, = 0), kurse x, =
fln) 2% 2
-k,, (k, > 0) dhe poashtu k >k, atéherf ~——1i= ——2“*:1
o e ) T

Nése x, > 0, x, <0, aéheré x, > x,. Le € jeté x, = -k, n.'l: > [), atéheré

e

-r['r'?) .2' _1-':.. 1"- rq'u- =]

flg) =%

Domethzng, funksioni ¥ = 2* monotonisht rritet né 1&0é fushén e perkufizimit.
5.Véreve, kur x pafundésisht zvogilohet (majtas prej zeros) viera e funksionit ngel pozitive

dhe gradualisht zvogélohet, megjithaté vlera e tij asnj€ heré nuk mund 1€ jeté ¢ barabarté

me zero, d.m.th. grafike i funksionit afrohet deri te boshti x, por asnjé heré nuk e prené as

€ e takon, ME kété rast themi se boshti x-Eshté asimptot? ¢ lakores y= 2=,

Mbaj mendt Ve

Drejtéza ndaj s& cilés ndonjé hﬁ
gradualisht (deri né pakufi) afrohet, por
nuk ¢ prend qubet asimptoté. 1

[«



[Dusa veti 4 i
i fanksionit cksponencial y= ¢, 0 >0 dhe a= 1.

| Funlossoni ésbid pérkoufinus

pir t& giirhs nurmme o m.ihy

i?:;ﬁiﬂ“ﬂll—upﬂ:lﬂm&j e
fE . Domethiéng v >0 pircdoxe R.

¥ s vt
=0, y=a"=1, dmth
o _ ml::ﬂmmj*nlpﬂnh[ﬂ,l],
”.:'} e funksioni monotonisht dmith pér x, € D, dhe x,>x vijon
i D

biPir 0<a<| funksionl monctonishi

vopflobet, dm.th

fl=m)_a _ .. FERATRSS?
Tx } 3 =g " <|.

3. boshrel ¢ Saim# sumpen e fankoonit eksponencial.

x,. vijon

1
' Shepyrio vetisé ¢ funksionit r-{ ] (g, 1) dhe y=3" {fig. 7).

Decyra
(1) Nichso:

ﬂ[é-[%ﬂq: I-]-i'_: +u'i-:a-l*.
(2) Krahasoii fugiie
0iF meiF: oxfaex’ i ae[l]

‘Jﬁhﬁi :}3‘&]‘:



(3) Thpestuoss shprehjes o i
]i-t“sl"' H:%] 48, --}[I‘.b‘il‘br .

vy - ()] -

(8) Citax prej funksioneve juné rritése, kurse cilat rvopéhuese:

nr;'[ﬂ-i h”'[J: ZALORE F["*J
(&) N sistemin ¢ njejié koordinatly vizato grafikun e funksioneve:

NS AT R

() Me ndimn ¢ grafikut i@ fanksionit y = 2, vizao grafikun e funksionit y = 3+ 2* dhe
L o

[(257 Gumainmsont y=rsen |

Sy

W Grafiksn e fmksionit 3= 5" + 2 ¢ vigstojnd ashiu qf grafikun e funksionit ¥ = & ¢
zhvendosim néplr boshtin ¥ pér 2 nj€sl lard, Ag. |

¥ =
ef,
6 ,i__‘
5 L
Y
3
»
l-.-_? 2 3 x
g 1



© Cirnfikun ¢ funksionit 3 ={x - 1) ¢ vissojmé sshtu of grafilun y=2x' ¢ ghvendonim

népér boshim x pér | njési daihias, fig 2.

o Ceafiken ¢ funksionit ¥ = ot - af + b musd @ vizsmjmé nd dy ményra:

1" Me rhvendosgen e prafikut o fosksionst ¥ = ar’ népér boshtn 1 pdy vierdn ¢ o, majtas
e dyathizs varésndsl piey sheapss o 2, bure pastay 82 grafikon ¢ zhvemdoum pér viersn

e b land ose poshind varesishe prey shenyds o &

¥ Cirafikun ¢ fnksionit ¥ = ax’ e vizatojmé me ndihmén ¢ sisemit koondinaty 0y,

(¢ fitunr me translacionin e sisternit koordinativ 10y
ku O (a, b). N& figd. &bt paragitur grafiku |
funksionit ;-il’ﬁzf—l.

¢ tn viemiojmé grafikun ¢ funksionit
y=a' "+ n veprojmé né i€ njEjiin ményrll sikurse
ghaié ol virsiuarit ¢ grofilos o fonksionit kntror
y=o{x -af + b. | cakioymé m dhe m, 12 cilét kand
domsethénne  mEns pkune g dhie b @ Ak
kmtrow

% Viznto grafikun ¢ funksionit 3 = 2°* ' - 2 me:
n} translacionin € grafikut 18 Amkaionit y = 2%
b) translacionin @ sivemil kordinativ,
Vére rgjfdlyjen:
' Fusksionin y= 2" do ts paragesim tabelarisht:

Vire, duke | kruhasusr funk sonet
F=a="4n dhe y=2**"-2 kemi
M=), e m= -2

i) Domeihing, grafikun vy = 2* dubei ta
chvendosim plr 3 njésl majias, kurse pasta)
grafikun e fituer ta shvendosim pér 2 njési
poshié, fig 4,

s ¥
&t 'l
3
i
3
b |
Z| F
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b) E caktojmé fillimin ¢ koondinatave O, le sistemi o

ndihmés koordinativ (e translatojmé istemin T 9

koondinativ x0y pér vekiorin OO, ) :

Te sistemi ndihmes koordinatly 5,0y, e visstojmé

grafikun & funksionit y = 2. (g 5). O (m, a),

dmth Of-3,-2) 1

Te shqyrojmé diss veti 1 funkuionn & dhiné it 1o -
ehaponencial 4-) r‘.ii ] "
1* Fusha ¢ pérhufinmin évbeé bashkisa ¢ oumrave 4 i
reai. dmih Doxe R *
* Viera ¢ funksionit V; y & (-2, =), -3
FPérx=0, y=2-2=6 dmih grafikue fig. 3

prené boshtin ¥ né pikén (0, §).
#Per y=0 kemi "'-2=0, "= Qom x+1=|, x=-2

Domethénd, grafiku e preng boshtin x ni pikén (-2, 0), dm.th, x = -7 Eshwé zero & funksionit.
I MNEse baragimi a* = + n =0 nuk ka zgjidhje reale, siherd funksioni nuk ka rero.

5 Shenja ¢ fusksionit: y >0 nise 2'*"-2>0, 2*"'>Jeses+ 3> lomex>-1 gt
viérchet edhe proj grafikot i fumksionit, dmth. >0 pir re (-2, =) y<0 nise 2.
2<, ' <lmex+I<lomr<-ldmth y<Opirre (== -I)

®a=21>1, domethéné, funkuon momdonnh et nd @ foshés ¢ périufizimn

Tierjiia y = -3 Ehid sumptoté ¢ lakones.
i Dvepiza y = n &xhié suimpiot hovizontale ¢ funksionst y = o* = + A

i
%’ Vizato grafikun e funksionit: unr-[liT: l:-H'i[IEIq-I.
Shayrio vetité ¢ funksioneve. >

Viére sgfidhjen:




ajm=1, n=0 pra O(1,0). Domethin, grafiku i funksionit F_[%]. o

pér | njisi djathtas, (fig. 6). $y
bym=0, r=1 pa O(0, 1). Domethéné, grafiku i :

funksionit y=[%] dubet té zhvendoset pér | njési larté, 3

(fig. 7). : S "
thyrtnjimlﬂnfunhinnllj-[%]'-], 2. | ;:] 21 4::.
I"D:x& R

¥ ye (], =) fig. 7

¥Pér x=0, y=2, grafiku c prené boshtin v né pikén (0, 2).
4 Funksioni monotonisht zvopélohet.
5 y =1 ésht¥ asimplotd ¢ funksionit

Detyra
@ Duke § shfrytzuar vetité ¢ funksionit cksponencial krahasofi fugité:

i
) [1,:;)5 dhe (1.5}5; b) [%] dhe (055°; o7 dhe 79,

@ Esiu dhénd fnksioni eksponencial ¥ = 2* - 2.
5) PlotEsoje tabelén:

[ = |a] [afo] [2]5]
-2 fams] [ o] ]

b) Vizato grafikun ¢ funksionit.
c) Pércilat viera 12 x &hté: 1.y=0; Z.y=>0 3y<0 4.-l1<y<§?

@ 12 12 ngejein sistem koordinativ visato grafikét e funksioneve:
A y=¥ y=¥-1; y=3+12,
By=2, p=Itl p=273
Shoyrtoji vetité ¢ funksioneve.

@ Vizato prafikun ¢ funksioneve dhe shaynto vijimin:
=2+ b=



(K35 mamsowerwsoswneins |

 Kujtoa! ' b Cakto zerat & funksionit
' y=2r-16
n2=0 piredoxe B B Y.lf=0; F=2h y=4
3 ;
=3B 3"'l=?. 2
[} 21-3--..[2.]_}1: P=P == r=[ . . IIEET FEa| -. PRI i

3
T L T "
W Funksioni y = f{x) Eshiz injektiv pér ﬁ Cili prej barazimeve &shié ekspo-

glo x,x, € D, dbe x #x, vijon nencial:
fx,) = fl). 1) 4 +1=27; b) 20 =1=7;
——— =2

Barazimet eksponenciale do 1 zgjidhim né bashkgsing ¢ numrave realé..

Pér zgjidhjen ¢ barazimeve eksponenciale nuk ekzision metodé ¢ pergjithshme. Disa lloje 1#
bararimeve eksponenciale me zhatimin e sransformimeve identike mund 8 sillen né formée
caloruar prej ku mund 1€ caktohet zgiidhja e barmzimit.

Barazimet sksponenciale mund 2 sillen né kit forme
S @ = g™ g>] dhe ae |, do 'l zgjidhim nd baz? & monotonisé dhe injeksionit
g funksivneve ehsporenciale, doth, vien kjo ekuivalence;
=g e fx)= g
Eﬁ Zgidhi barazimet eksponencinle:
P :
a) 2=-4=16; b) [}-]‘ -%%; g) 100« 10P-2 = JI000° ; ) 9= [%]“ .

3
Vére zgjidbjen:

el L]
o= 16 by 10791 = (10°)7 .;}wr:[%T:
#H
Pa=2t 10%=10" ; g = 3+
r=3=4; 11"%[; Ar=.z-5;
Fm T .r-%: ::-FE.



b:ﬂh-'—.m

IJJ :.:r_-l; h]a‘_--_. ,:".1 [ ]'ﬂ_:l_II {!""-I'

3 5 d
Vére agfidhfen:
] i 25l

.]Ll55 ﬂ.:_"‘ -I't'"“:l:r:
Joodol = greiea J+I_l 1=0;

x-2=0 x

=3 x+l-P-x=

Fel;x=1 ose x=al}

Zgjuihi barazimel eksponenciale:

¥ .yl y=21: §II. =240
P13 QPT'=F  HFLPi=E
Vire sgjidhjea:

A¥Y-F-¥FI+¥F=1l; X+ %" =3
3M9-31+1)=21; i
L] # ’ 1l g L]
e
- - Eh

m Zyjidhi barazimet eksponenciale qf sillen né barazime kntrore:
TR T+ Tl )P -F-6=0;c)3 -5 -36=0;
QI -5 36=0; F-F =20 o WBI-10¢9+3=0.
T ——

= Barsrmmet do 171 rggidhim duke futer sévéndéuimin, dmik do 1'i sjellim né burnrime
lkatare.

b) (3 - 3+ 6=0. Me sévindisimin 3'=y barxzimi Eshit | formbe - y - 6= 0;

?m'T. Y=3omey=-1LPary=3lomi =3I pmzx=l

Pér v, = -2, barszimi 3* = -2 ouk kn agjidbije. Pre?

-ﬂ}ﬁ"--—;lm.ﬂlﬁ?ﬁlﬂdﬂgﬁ'j barazimi @ merr formén: I*EIE [
j“‘lﬂf—]ii:ﬂ'_ Illl-T: yq-ﬂ (i j.'--s- Par rl'!::lﬁ m

=25 pra x=12 Po y,~ -5, baraziml 3" = -5 nuk ka zgjidhje.



¢) Barazimi i dbéng éshté ckuivalent me 3(48) 104/ +3=0. Me zbvéndésimin &5

¥, barazimi &shté i formés: 3" - 10y + 3 =0, zgjidhjet e té cilit jang ¥ =3 ose y, =
z
Pér y=3 kemi &0 =3 ose 3 =3, dmith x=2

1 1 1
Pér y=3 kemi 4o =3 ose 3 =3 dmth x=-2,

Detyra
Zgiidhi bararimet eksponenciale:

25
@ o[ 8 2

-
@) o 57 -é; b) 37495 2 273

@) a@ =64 B2r302=36.6

(@) wa+a=320, bB)F+3-51=140

&) w2 -rreg gy b}3-4'+%-9"‘=l5-4'*'—li=9”'-
(6) a4 +7.-22=44; B)10-2-#=16,

@ war=20-28 B5-2-3.40=322

DY F =265 b)F-I= Joo5,

Kujtobut E@-m:mmm

) P=x = x=32

Viera ¢ fisgisé caktabet me operacionin Vére pérgfigien:

fagkeim. )2 =2 vijon x=35,

=32 = x=i32. b) Muk ekziston sums iracional i cili de

Baza e fugisé cakiohet me operscionin e jei zgjidhje e barazimit.

mrénjEzimit.

Caktimi i treguesit 18 fogis# pre] barazimit o* = b né rastin ¢ pEngjithshém

hashkésind ¢ numrave racionnlé muk Eshi 1| mundshme.



MNE mésimet ¢ kaluara theksuam se fugia, a*, a > 0 &shié njévierésisht e cakiuar né
bashkEsing & numrave realé.

a=b, a=0, a#l dhe b>0
ka zgjidhje t& vetme né bashkésing ¢ numrave realg,
Zgjidhja e barazimit quhet logaritmi i numrit b pér baz# & kurse shénohet me
x = logh.
Operacioni me t€ cilin caktohet viera ¢ logaritmit quhet logaritmizim.
Pér logaritmin ¢ numeave pozitiv vien ky:

Prej pérkufizimit vijon log b = x nése dbe veiEm nése a* = b, d.m.th. barasité
fog = x dbhe @* = b jang ckulvalente. N njéen barasi perfshibet operacioni faqizim,
kurse te tetri operacioni i logaritmizimit. Prej k& vijon saktésia e barasise:

' NE shénimin log b

& -quhet baza ¢ logarimit; b - gubet logaritmandi ose aumerusl.
Domethéné, logaritmizimi ésht# operacioni inverz i fisgizimit.

b!ﬂlﬁq!mn_i]ﬂmujin!mmﬂﬂhﬁk::
1 2y 3
I— - 16 )24 = ) = =2,
6)3—0 B2-18 o2 3 ;}[3] 2
Vére pérgfigjen:

N a)log9=12; b)loglb6=4, c}lﬂg]é--i; -f;}mg!%--I.
3

Prej perkufizimil vijon

Pasia >0 dhe a# | vijon edhe & > 0, g do t& thot# se logaritmi prej 0 dhe
grarsdo numri negativ nuk ekzision né bashkEsing e fumrave realé,
" Nése né barzimin & = b, ¢ zévéndésojmé x me log b do 1€ fitojmé:

i cili quhet identiteti themelor logaritmik. Prej kétu vijon se fogizimi Bshi# speracion

inverz i logaritmizimit.



7 Mie rhanmin ¢ identitetit thernelor logarnmik hemd

|
' =3 ’-I'- 1 Iii:l
Pt =3, g =5 (J .

b’ Njchscr u) 4% W) gt g Pt

Viére rgjidhjen:
| Mg rhutermim ¢ wietatett themebor logartmd dhe megullar per fuguem kemt

N P () 2P =9, BT =P PO 25210

h Prove nikileled ¢ batasive:

l
a) log 27 =3; b) log 001 =-2; ﬂh:...l--: “""%'E'
Viére agfidijen:
© Me dhatimin e pérkufleimit pév logaritém bemi
W) log 27 =3 e ¥ =17,
R
bﬂjm
g 100, Blog; ) log, 64: ﬂh..—j":-
Vére zgfidhjen;
o Prej plrkufizimin kemi
a) log 00 =x ¢ |0*= 100, x=2, dmh log 100=12;
bjlog,| =xes &' = |, x= 0, dm.th. Io:,l-ﬂ-
?
#Hﬂl..ﬂ—uf;'l:--:ﬂn'--}rr- a=a "-ﬂ' %
85> Cakio bzt 0, nise:
Diog25=2 WiogSh=3; g3 =-3i 9 log, =3

VEre agfihjen:
 Prej pérkafizimit kem
blogM=3ea' =04, 0 =4 a=1



b Cakiox né barasiné:
.]h,l'-:: .:I ﬁ:"‘!l'zi ‘: hl‘lll'z-

[8> vercwys iensivres
Sloga=1; Wlog| =0; c)loga=n; §)log.a=: & log,.a' =",

axl, anl
Vire viirtetimin;

¥ n) Le i joué loga = x, vigherd @' =a, x= |, dmih loga=1.
iletdjeit Jog .a=x @ (@ =a=d '=amm=]| 1= % domth.

1
lﬂl_.#-;-.

——

[B> Nietwo vierte o shpretipen:

) log128; 1) log 1000 <) bog 581 5) 2§ + 3 lag 81,
© Me rhatimim ¢ bargsave paraprakeo koma:

2
§) Hog 8 + %h.,n-m+%n‘,r::-n%-l-t
Detyra
@mgww-ww
0 =36, n}[}] =68 =1 ﬂ{ﬁfné-
@m&nm-_u—t
W) log 8 b log, 125, ﬂl‘ﬂ.é: o) log,, Y100



(3) Cakio = prej harazimit
W) logx==6 b)log, x1=3; o) log, zx==2; ¢)loggx=-8.
1

(%) Per clen baze-
a) logarisie prej 64 Eshié 3;  b) logaritém peej 625 dabnd 4,
i i
<) logariem prey —_ eshie B, ) loganitm prej oo fali <77
(3) Nieino vierés ¢ shprehjes

u) Mag 25 + 2og 27 - log B I'lh,l-hh!-;i-hnl&
(®) Niehso: u) log,(log 256), b) log flog,16) + log, (iog, 27).
(@) roshuo a) 2 500 5. 302, ) sheme, g JHeT

({5 amamu i usiont Locammax |

W Né mesimm parapwak theksoam s
kag b, @= 1, a=0kakuptim pér
® Cili operscion Eshié knvors | operscionit 999 umér real poxitiv A,

fugizim? Prandaj pér odo vierd poritive i ndrysbores
W Nese2' = 8, s buu log,87 LMH“—#:-II
W Nese y = log,x, wa éshut x? 30 Lot aetet sl 1 skt 18

' Boshti x ésh# asimpiots ¢ funksionii ~ pusqyrim fR° < R
y=a, a>0, awl.

I Funksiond ¥ = a" a >0, a# ] Eshid
pérkufizuar pée W gjithe numresi reald,
dmih D, xa R

.

Pér shemball funksione logaritmike jang ((x) = logx; y = h.,: y=logzx.
h mnmmw
ﬂ?'ifﬂr; : by =log,x ¢ y=xiog, 27
¥ [ ]

Vilre pérgfigen:
N Vesbem funksioni y=xlog, V2 ik Eshid logaritmik,
3



[B> Visato grafikun o funksionit y = fog,x. Shayrioji vetis ¢ funksionit..
$ Y

Vire rgjidhjen:
muumm

I-II |°|

Cirafilku | funlesionit Eshié parsgitur né fig. |,
Theksuam se operacionet fugizim dhe logaritmizim 533 ] —t
jand inverse nddrmjet veti. Kjo do 1@ thoté pér -
funksionin y = fog,x funksion fmvere bz y = 2. B s

o Deri te funkeiond inverz arcijmé né bazg 18
pérkufizimil pér logarism, Prej v = log.x vijon fgl

=2, Me sévéndésimin ¢ ndryshoreve 1 dhe p fojmé funksionin ¥ = 2°  cili Bshaé
inverz | Tunksionit logaritmik.

| Funksioni inverz ¢ ka vetin nése pika M(x,, ¥) i takon grafikut & njé funksiond,
wtlheré pika M,(y,, x) | takon grafikut 4 funksionit tews imverz.

Cirnliki ¢ funksioneve imverse jané simetrike né Lidhje me simetrabon ¢ besdrantit | dw
I, d.m.th. né lidje me drejifinén v =, fig 1.

Disa veti of funksionit y = log.x.
I"ﬂ',;li R, dmih xe (0, =)
PV iyeR dmth ye (==, =)
i x=1, p=log] =0, prafiku e prend boshiin 5 nd pikién (1, 0). dm.th
= | &had pere ¢ fankuioni loganitmil.
© Ciraffiln & prenp boshti v7 Pee?
& Shenja ¢ funksionir
>0 pEr x>, dmth re {I,=)
y<OpirD<x<|,dmth x& (D, 1)
& Fusksioni y = log,x monctonishi rritet.
# boshti y dahitd ssimpiota ¢ lakores.



h Viesto grafikun ¢ funksionit v = fog, x. Shqynoji vetns ¢ funksionit.
'

Viére sgjichjes:
L Fm;-h;i: dhe r-[';-] sanE wverre W tabebin i vigon &uhiE parsqar
funksboni y.[ﬂ
| = [2]-1fof1]2]| nesepikn A(x, ) itakon grafikut s& nje
ik funksioni, wighers pika A (v, v ) | talon grafikut
_,.-:(..-]' 9lal1l=1|=- 18 funksionit inverz.
A9
¥
3
1
+II 234 3 TN 9 x
o >

_‘| ‘H‘-‘-"‘——h_--.
- ";I
l:hﬂ'lhlfmhﬂmhj -h;.‘.'l' m""

gitur né fig, 2.
¥ Vetite ¢ funksionit y = fog, x jant:
]

fig. 2

FDixe(0m) ¥,y (=)

¥ 1= ishid rero ¢ fmksionit, d.m.th. pbr x = |, mbherd y = 0.
y>0pirxe (0,1 y<0 pir x& (1, =)

& Fealuon mossonni ryogilober.

& Hoshii y Eshl ssimpiots ¢ grafike o fenkuionit

e




Dm-'ﬂmnmhsmlumﬂc y=logx jané
"D:xelR; TV ye R
¥ x = gshtd zero e funksionit, d.m th. grafiku e prend boshtin © od pikén (1, 0).
4" shenja & funksionit:
pér a> 1, y>0 plr xe (I, =)
¥ pEr xa (0, 1)
pir0<g=<|], p>0D pErxe (1)

¥=0 per xe (], =)
FPira>] funksionl monodonishi rmitel. Per 0<a <1 Mhnksion monobonisht zvogelohet.

! Nise logaritmet ¢ dy numrave me bazd & njijié jané € barabané, atéheré edhe vet#
mumrat jané & barshartd, d.m.th.

log.x, = logx, & x, =2, a>0, azl

¥ Fuonksioni logaritmik nuk ka viera eksireme. pasi pé 180 mtervalin fimksioni ose mmitet ose
zvogllohed

5 Boshti v sl azimptots @ funksionit.
[ @5 Cakio fushen e pérkufizimit pér funksionet:
1) y=log(2c-3) b)y=log(x-2), o y=log, (c+4),
Vare sgjidijen: '

B s 2x-3>0,x> % dmth xe [%,H].h}lra:’?ﬂ, x3-x)>0; xe (0,3

% Cilli murmelr Eshid med | omsdh
a) log, 5 ose log, T, b]!n.glﬁ ose log, &7
Villire rgifoll fem: ) J
& ) Funksioni y = log,x, monotonishi mited, pra prej x, <x, vijon log,x, < log.x,
Pasi § <7, vijon log,5 < log,.
[B> Caktondérmet ciléve numra té ploté giendet: 8) log, 15; b} log
VEre zglithjen: 2

B a) Pasi (-l-]u=1', [1]-I=2; [l]-]:lE; -11-‘-15, pre] log,16 <
2 ) 2 s 3
log, 8 domethéné 4 < log, 15 < -3,
¢) Pasi 3° = 1;5* = 25, 5 =135, domecthene fog,25 < log, 125, dmth 2 < log 35 < 3.

4
3 i c)leg 3l

1
H



Detyra

@vmpﬁmcmm

a) y=log, x; by=logx &) y=logzx

Shilrﬂﬂii]'miuﬂlthimﬁt-
@Cﬂhﬁuhh:pﬂhlﬁﬁmitﬁfﬁiﬂmit

a)y = log(-x)y Bly=log(l -x); o) y=logfc-4); g)y=log(c-3x-4)
(3) cilit prej funksioneve jané rités:

a)y=log, ;. bBy=logx c)y=loggx,
(#) Duke i shfrytEzuar vetité = funksionit logaritmik, cakto cili numé &shig mé | madh:

|
a) log,3 ose log, /2 ; b].k:g,- ose log 0,5;

o, o g 18,2 om0, 2.

@Eathnilipujlmwambhh!m!imdhnh'

a) log,a > log b, h}l‘pg,a'-.lag, i €) log g a>log g b §) log, . < log, b
(8) Per cilén viert t# a S sl obarsis:

o) log,7 <log3; ©)log 25> logls; <) log, > log, .
() Cakto ndérmict ciléve numra i plots jané logaritmet:

a) log,3; b)log®: o rn,gl‘.u', ¢} log

U}IH

Operacioni logaritmizim ka disa veti q& nuk 1 ka asnjé operacion tjetér. Ato veti caktohen me
logantmizimin e shprehjeve olgjcbrile.
Logaritmizimin e shprehjeve ¢ kryejmé sipas kEtyre regullave (teoremave):




Virtetimin do tn bEjmé né dy ményra:
Ményrs ¢ purt: Sipas identitetit themelor logaritmik kemi M =a™" dhe N =a"™".
Prej kitu vijon: M N = g"" . ' = ghmlithd,
Sipas perkufizimit pér logaritmizim kemi:
log (M - N) = log M+ log N
Ményra e dytf: Le ok o m = log M dhe n=log N. Prej ktu vijon:
M= g, kurse N = o, pra
M-N=g-g=a"" dmh log(M-N)=m+n=log M+ logN.
Ko teoremé vhen edbe pir m vhimé se dy shumérsesé. d m th
Hg;jH-H-P-E]“h:_H*M*W*W—
 Kéto teorema viené pér farédo bare prandaj shpeshhert nuk do ta shénoime,

Vertetiml Lol josl M = a™" dhe N=g™".
Me pjesétimnin ¢ anks périatbs t2 harusive kemi:
E-#. -""'""""
[ '
Hupas pévhoufizimit 1€ logarmmin ke H‘,% -k'-ﬂ-h‘.ﬂ"
dabe

P Logaritsncfi shprehjet: a) 1 = 2ab, h}:-z—:. gfx= =

Vére rgjidifen:
¥ ¢ logx = logdabe - logdpg = logd + loga + logh + loge - (log3 + logp + logg).

Virtetimi: Nése M >0, siberé M= a*™" | Me fugizimin ¢ barasisé me n, fojmé
M= T = a™" amth log M= log M

Pusje: log, YM" = log, M+ -iog, M .



[ Logarimos showcher

a)x=3a'h, bix= ﬁ clx= We ﬂt'qg:
Vilre egfidisicn:

W &) doge = loglafiah - log3b'e =
~ log2 + loga + 3 (iog3 + loga * logb) - log3 - g - loge =
- log2 + [;—|}|..:+ [u%];.,” [-;:-:)k...a.r-
= log2 - S logh + *loga - 3 logh - loge

B> cusox g bansise logx = 3log 2 - log 4

Vére sgfidiyien:
B logy = log2 - log o logx = log. 3. dmeh logr= log

Duke & shirytéruar veting fogx, = fogx, oo x =x, vijpn =2
Pér zgjidhjen ¢ detyrave 18 tipit parprak, shiryseo)| regullst {formulat):

- Cakinm g chprehyes nédse cbite dhénd hogardm 1 by qubet antibegariimisim
h Cakto ¥ prof burasive:
o) loge = logh + Jloga;  b) logx = 2loga - Slogh - Jagc;
3
o loge = logh - 1%
= Joga + E{uh-ml-!n.h-;hm"]
¢} logx = loga + 3 3 :
Vifre agfidiyfen:
W ) logs = loga + %[fn.r{uhl-'imh-bhm;];



L S ==

= +h) = a+h
Detyra

Nése dihet se log, 3 = 047712, kuve Jog, 2 = 0,30103, njchsa:
s) log, 5 b) o 12 c) log, 64K,
Logar i bt vhprehje:
@) wx=saw, b2t
[

! a+
4:]-1"'—‘—

2
-3
a*va ta'Jb
@'ﬂ"\‘:i ﬂ‘“wi F'.'l-'l-ﬁ:'
@ ox=2a+t W x=tete-tp 0 2=242

@ wx=ajava: u :-%—iﬁ;,

(&) 5= JiG-als-bla-c); b)x= e
Cakto x nés bogaritmi | tij #shid-
() togx = 2Iogm + dlogn - Yloga - Slogh.
(B) logx = log5 + 2Uogd - logh - Jlogn - ogm.
@ fogx = 3 losta-20) + logta + 24)
@Eur-lhl[ﬂﬂ-%lﬂﬂrll*lhn
@) njewwo
W) logd + log®;  b) log, A + lag, 36
o) log, 500 - log,5; ) log,; -lag,001.



Ulogr=besxr=g, awl dhe a>0 Viére pérgfigien:

© Cili rmmir Exbié mé | madh' " ;:ﬂﬂ:i-ﬂ-h-ﬂ_
‘mE.
Digd o Bt% Me logartmommm ¢ shprebges me hand

b) log, 100 ose log,5? S do 18 fitojmé:

) log,3 - lag &; ) lag3 - log25; < log - log 81; -m%ﬁ-

Vére qefidhfen:

0 Me rhatlimin ¢ \eoremes paraprake, kalimi o baed fetdy, nd ki st be o jod ¢ = §,
e

.]h:] .h-'._‘4== h"'!' El_ ﬁl_

log, 2 lﬂh log,2  log,2
=




hmw

a)logx = —%; e, x® R\ (1); h}::u,.x-;lahl_n:: log,.x" =log_x.
Vitre sgfiefen:
v Pt sl

p}h{f-ﬂi Hh-fﬂl._t‘

log, o ulmr.
‘."la.’. log, x
b Vitriotw wr viers ¢ hymave: a) by El:,: n}h‘l
nuk varet prej x (x>0, ntlb.
Vire rpiidijes:
dog, 2

fog,2_log,x
log, x

Eshed garido mumér pozitiv.

(> Njehso
w) fog, Ya ,nése logB =t b) log , Ya, nise log9=B;
€) log, 120, nése log2 = a dhe log3 = b;
<) log, 8, nise log,2 =a dhe log,3 = b

Vére rygjidhjen.
!

log, 9

g = —dud _ _DPf.t _ _ loge2 _3iog,? ,
loge 0 log, 10-3 log,10+log,3 1+b m.

hl- " —1 E -! i.l:l-i
% blog s ¥a = 5.2 loga=3 logsa’ 3"“"' 3 1'%

Vitreve nd shqyrimm ¢ per anmshém se bara ¢ egantmat mund i jetd ¢ farido numér
real poEiiv,




ME matematike ms o shpeshti pirdoren dy sisteme logaritmike:
1" Histemi logaritmik dekad (Brigsit), 18 cilin ¢ pérbEjng logaritmet ¢ & gjith# numrave
pozitiv me bazé 10 (dhjest), ¢ shinojmé log, x = lgx.

2* Sistemi logaritmik natyror (Nepent) baza ¢ i€ cilit éshté numn imcional ¢ = 2,71828...
shénohet Jog x = lnx.

Né matematikin elementare shfrytézohet sistemi logaritmik dekad, ndérsa né matematikén e
larté sistemi logaritmik i Meperit.
Cakio lidhjen ndérmjet sistemit logaritmik dekad dhe natyror pér @ njéjtin numsr
pozitiv .
Vire zgfidisfen:
Mé formulén Jog x =

Lo - fog x, zévéndésoymé a= e, ¢ = 10 pra fitgjmeé Jrx =

C

1
= . Joy Amih fgy=lgo. In
jge 'EAmh lge=ige. hnx

Detyra
(1) Njehso vierén e shprebjes:
3) log,3 -0g,16; b) log, /5 -log,, Y2 ¢) lg56, nise lg2 = a, kurse Ig7 =
Njchso
log, /5

o) fog B log B1; b) IugH-.IIE; c) log, 2R, néseog 7= a, log 5=h

:'j; Vérteto barnsits:
a}log 2 - log3 - logd - log5 - log6 - log,T - log.B - log 9 = 1;
b) log, 12 = | + log 4 - log5 + log6.

(&) vimeso barasité:
8} log,3 + log2 > 2; h}!ﬂgiﬂd-hg,% <2 o)logd> log.

() vereto se:

mlogh+ log b =0; b)Iloga+ 14&1&% = log,a;

njlngin-fﬂgni -loga=0; ¢)log, a+iog a=2leg a-log a



A | Bashkésia e logaritmeve prey 1 gjithé mumrave positivié realé me bazé 10 qubet sistemi
| bogarimik dekad ose 1 Brigan, sipes masematikanit anglez Bogs (Briggs). Né ki
sisbem jané njehsunr loparitmet pre) 12 githé sumrwave poritive realéd me bard 10

Cukto logaritmin dekad prej mummve:
a) 1; 10; 100; 1000; 10000, &) 0,1; 0,001; 0,001; ¢ §100: 1000
Vire sgfidhjen:

Né sistemin logarimik dekad bass puk shirohet, dmth nd vend 1 log o do
shhrunymé fgw
o Proj vetisé loga=1, kemi fg10= 1, kurse

u) Igl = 0; fgh0 = 1; ig100 = [glCF =Z; [gl000 = g10* = 3; igl0000 = fg10* = 4,
b fg0,1 = gl = -1; lp0.01 = [gl07 = .2; [g0,001 = [gl0" = .1,

4
5

:mﬁ-hlﬂ; -%; uhﬁ-mu:-g; fﬂ’n—m.mu; -

Vitrtetimi: T supozojmé se logaritmi prej numrt 1 Eshed mumdy munal

-E.lu.&.fll=£
q q
0 Sipas pérkufizimil pér logasitém kemi:

£

10* =z dmih 10F=47.

Sipes givkimit x ook mand W shirubet né formén 10, pea prej kilte vijon sc cdbe +* nuk
o 18 shioohet st 10F, Domethéné lgx puk Sshié mumds recional, por nomér mcional.

Virtetiml: Nése 107 <« < 100", pasl funksdonl ¥ = lpx Eshil rrités né téré fushiln e
plekufisionis, sfher® lgllr < lgr < lpl0r' dmth m<lgr<n+ |




o Prej ks vijon se lgr=n+m, na N, ma [0, 1], domth. logaritmi prej ¢furédo numri
pozitiv real x &shté shumé prej njé mamri 1 platé & | cili qubet karakieristikil dhe njé
mumri dhjetor m, m& [0, 1] i cili qubet mantisl

@- Cakto karakteristikén ¢ bogaritmit dekad & numrive:

a) TIAS; b} 734.5; ) 73435,
Vére plrgfigiea:
*w) Prel 10< 73,45 < 100 vijon Igl0 < lg73,45 < [gl00, dmh. | < lg7345 <2,
prafg?idS=1+m, mae [0,1).
b) 100 < 734.5 < 1000; Igl00 < lg734.5 < [gl000; 2<[g734.5 <3 dmih
T I=24+m=2m.
e lgTIs=3+m=3m, me [0,1].
Cukio karakieristikén ¢ logaritmit dekad 12 numoave:
a) 0,75 b) 0075 €) 0,0075.
Vire pérgjigien
' u) Numri 0,75 Sshif mé | madh 0,1, kurse mé | voghl se 1, dmth 0,1 <0.75<1,

pra igl0' < (20,75 < igl(r, dmsh. -1 < (g0, 75 <0, vijon [g0,75 = -1 + m;
i [0, 1)

b) 0,01 <0,078 <0,1; lg0,01 < ig0,078 < ig0,l; -2 <ig0 078 <-1;
[g0,075 =2 +m; me [0, 1)

-ﬁ-_u—_uﬂpjﬂ—ﬁpﬂmﬂmﬂw
Kankseristika ¢ logaritmit dekad Eshié numér | plotd, domething mantisa ¢ logaritmit

dekad bahtd mumér irmchonal, d m th numér dhyetor | pafundém joperiodik.
Imﬂ#ﬁﬂlmm—hlnﬂﬂﬂﬂim.



e prakikeé shiryrézober mantiss me 4. 6, 7 por edbe me mé shumé dhjetore g varet pre) asnj
& saladsl ma movopict.

© Mantisa nuk varet prey posités b presjes dhgetore be mumn, pra pér calitionn ¢ sy 1
iartdo numn mjafion i dihen Mannisal ¢ logantmeve piT) NUARSVE RAfYTORE -
Pér caktimin ¢ mastnds shffytEzohen tabela logaritmike. Te sto npehsoben mantisat ¢
Ingnritmeve tf numrave antyrore peej | den me (0000,
Tabolst @ pars logaritmike i ke formusr vet Brigel nd viten 1600,
@ﬂp&muwlm 1 gnrido numn do 1 shiryibojmé kalkulator pér 18

cilin ka opeion log, nd kg ményré:
= g fusim numrin delkad;

- me shiypjen ¢ watit fog, né displej paragitet logaritmi dekad | numni @ dhéng.
Piér ahembull [g43,25 = | 635986112, [gd432.5 = 2 315986112,

S

ME tftje mantisén do ta rrumbullakopmé of 5 dhjciors

Néwe buza ¢ logaritmit Sshitd g > |, méherd fgx <0 pérx e (0, 1) Prej kiftm vigon pér
N<x<|; lgr<0,pra (g0, 738 =-0,13194; {g0,00678S = -2,16845,

Prej fg0,738 = <0,13194 men|dherd nuk mund & caliohet ksrakieristika dhe mantisa,
pasi knlkulatori @ jep rezullatin e fundit, dm.th. njehson vierén prej karakieristikés
nepative dhe MANTRdS poditive.

Pramdaj, karakieristikén dhe mantisén e numeit Ig0,738 do t enktojma nd kg mémré:
D031 = 0,131 + | - 1 =-] + 0,B6806, kurse pér numrin (g0 006785 kemi-
=2 16845 = -2 16845 + 3 - 3 =-3 + 0,93155 karakteristikn Suhtl -3, kurse mantisa

m = 0E3]55.
Caltimi i logaritmandit (sumerusit) ndie Eshid dhéné logaritmi § 1ij quhei
antibegnritminio

Eﬁ Cakio x nése bubid dhiné:  a) fgx = 2.34567; ) Igx = -1 34567,
Vére pérgfiglen:

) E fusim nusnrin 2,34567; ¢ shiypim tastin operaciont myers, kure pasta; tastm
.Hldh-pl-ljlﬂﬁnmi 2216511557 musmri | krkaar x = 221 65 (i
rrumbullakusr né dy dijetore),

b) x = 0,045115938 = 0,045,



Zhutrmni « logaritmeve gindron of njchsimin ¢ viersve o shprohjrve mumenke Shoalim

i ugasiuneve né fillim @ shekulln XVl mundéson vendosjen ¢ thjcabtimit 82
nyeharneye tumenke 1 shpeehjeve e W cilat jane perfuhing operacinet sl 2sm. preséum,
fugirim dhe rrénjérm

(3> Nichuo vierén ¢ shprehies

_¥ms.am  (235) 0785
Ve " fesy
Ve sgjidijem:

* E caktojmé logaritmin delad 1 shprehjes, dmth
I
fye = g TR+ Ig432 - Ig(O78); gr = 78S + 4,32 - SIg0,78;

h-%q,mh 0,69548 - § - (-0,12494); lge=0,96495 + 0,63548 + 0,647,
lgx=1222513; r= 16793,
' Me lalkulstor do ta fliojm# ki@ viend 18 shprehje:
= hEATI-4,32  39R31094
0237304 0237304

=167 93
Cijusk caktimit & {TRS

(C5) fad)+ fy ]~ F)- omam.
Detyra
(@) Coloo: @) 1g 000567 : D MSY. o i f(8.786) .

@Hbl;ﬁ
u) fgx = 0,75642; b) fgz = 3 + 025643,
c) fgr = -3 + 023645, ¢) fgv = -1,35423.
[3) Cakio karskseristikén dhe mantisén ¢ |ogaritmit dekad t& numeis z, nése
u) e = 235426 b) lgx = 0ATRS6, o) lgx = -0,12345;  ¢) lgx =-1.45678,

il
@Muﬂnﬁ =17 BI0F=054; c)2'=); ﬂ][;] =3,

1 3 2
@ Cakio ¥, nbse: .lr-ihgﬂ.s: h}:ﬂitﬂ'- Eh&.‘l.

(18 Me ndihmén ¢ logaritmit dekad cakin sa shifror Eshié punri:
NPT R LU LR U



ps]|

(3) Vicra ¢ perafieis ¢ muneit e 18 sistemnit logaritmik. mstyvor (Neperi' cakiobet me
fermuien

l—[H-E ;
Cakwo ¢ nise m @ (5,7, 10, 100},
@ Mie mithmén ¢ logarmmet deiad caloo vierén e shprebjes:

a) 1= ———EW; b)x = 0,00000%%. )= 3424 o x="910.
Y ()
- - Barnzimet te 1€ cilat ¢ panjohura
Kb’ dnﬂetuilnjt!rh;du:luhﬂiu
* Cilat barazime | pérkufizojm@ s ehopo- Wl I o
nenciale? T8 atills jant barsrimet:
© Cakio & prej barasisé I
g =2. e+ )= 9=
_ m::mwww.ﬁ g, e-N=1; ty, (F =254 3)=1,
log M + bog N = log M - N D* ‘
ot M : Ciiat prey kétyTe barszimeve jand
log M - log N k"-ﬁ bogarimike
r+ 1) -dgir - 1) = Ig3;
ol = i ) lgte = 2) - It - 1) = I3,
- r I]H:I!'—l.
n KM= log, UM c)loga =13,
a0 ael, m,ne N. -1 +lgT " x= g7,
d) x' = = |07
Ve pérgjigien:

& Beranme logartmike fané &) dhe ¢}
Barnrimet logaritmike do ) 2gjidhim nj@ loj sikurse barasimet eksponcociale ng
hashkduing ¢ nummve reslé. Pér rgidhjen o boraemave loganimike nuk ekoeiston meiodé
& pérgghihahme, prandaj do 18 2ifidkim vetém diss loje 1@ baranmeve logarimike.
% Gjm# 18 zgjidhurit ¢ barazimeve logaritmike do t'i shfryiEzajmé rmegullai pis
logaritmizimin dhe veritd ¢ funkslonn logarimik,
=]



M ment

dlegix-3)=3% bllogir'-2&+8=2 dlog [(2r-1)=2
Vire agficdhjen:

¥ Barsrimet ¢ formés log (f(x))= b, & >0, a » |, sgjidhen duke shatuar pérkufizmin
per lopatiem.

wlogir-3)=3 e P =x-3 x=IL

Pérs = 11 logaritmandi x-3=11-3 =8>, domethind x = | | ésheé rgjidije ¢ hars-
o

) Zggidhja ¢ barsrimit dubet ta kinag kufirimin:

=120, x-2wl, 2e-1>0 dmth r>2dhe xm ]
¥ Me rbatimin e pérkufizimin pér logaritém kem:

-l=x-20; L-de+d-+l=0 F-a+5=0
Zgjidhjet ¢ kiti) barazimi jank x, = 5 ose 1, = |, prej i€ cléve vesim 1 = 5 ¢ kinag kufisi-
min. Domethéng © = 5 Eshnf rgjidhje ¢ barsesmil 6 dhéné.

NE pérgjithés barazimi i formés w,'d'm fshiE ckuivalent me konpuiionin
fld=0

Ji)=(gle)* A {gle)>0
glxdel,

Shpeshhers (€ zgjidhurit ¢ vistemit W jobaraeimeve fx) >0, g(r)> 0 dbe glx)# | dm.th
caktiemi | fueshés o plrkufizimit ) 1 barssimit logaritmik nuk shié | leé. Pér kito shkage
harazirnl mund 1 zgiidhet edhe pa ¢ cakiusr hashkising [, por v 1 rast patiener dubet 1
honstatohet cilét peej zgjidhjeve | kimagin kushtet ¢ kufteimit, d.m.th. provohen cilét jané
sigiidhje 18 baruzimit 1§ dhéné,

.b Zujidhi barazimer:
a) log, (2e43) =-2;  b)log(r'-Sx+15)=2; ¢)log,,  (2r+12)=2
7

.Mwumummmdmimnm
fog (fix)) = log @x), a>0, a9 |,



Cila ka kuptim plr ato viers 8 x pie tf cilat f{r)> 0 dhe Jz) > 0, agjidbet duke
shiryséeuar cluivalencin
log(f(x)) = log{g(x]) &= fix) = @z}
[> Cakio rgidhjen ¢ barazimee ogarmine:
a) lp(2e - 3) - lpix + 2 = [g3 - fgZ; b Igidc + 5) = 2g{x + 2).
Vére rpiiakjra:

P aiPrg 2x-3>0 dee x+ 2 >0 vijon :?:} dhe x> -1, dm.th. bashkésia ¢

perkufizimit i barscamit &shié [ x & [;-,u]
Ix-3 3

+2 2
ose x= 12 Pasi 12 @ D, domethéné x = 12 &shié zgjidhje ¢ barazimit 1& dbind.

© Duke sbatuar rregullai pér logaritmizim kemi k%-u%. dm.ih,

@ | Barnzimet logaritmike 1€ cilag jand identike me tranformim sillen né formén
: Rleg (A=)} =0, a% ), a>0
agibdhen me fevandeitin

@- Zgiidho barssimin:
a) lg¥x) - Slgr - 6= 10,  b) Slgx + og 10="T.
Vére sgjidhjes:

el II::A; E:.-;_I: por pasty feT = (gl me rivindéumin lgx = ¢ bargrimi | formés
Zgiiihja e barusimit fsheé 1, = 6, £, =-I.
Per 1, = 6 vijon gz = 6, kuse x= 10"
Por £,=-1 vijon lgr=-1, kuse 5= 10"
1

l'ﬂl':"l
Slgz +2 m -]

b Me zhationin ¢ identstetit log, b= barizirni { formés

pas eévéndéstmit [gx = [ kemi S¢+2 - ':' =7, dmth. 5¢ - T+ 2 =0 sgiudhjet c

cills jan 1, = | m:,-%.




Pér t, =1 vijon lgx=1,pra x=10,

2 !
Pér 1= . vijon J'g.1'=%, pra x=10° = {100

) | Barazimet logaritmike te t cilat e panjoburn gicndet né cksponent zgjidhen me
== loguritmizim té 1& dy unéve,
Zgyidhe barazimis:
BV =100;, Wreiewy
Véire sgfidigfen:
B a)Prej x>0 vijn I x & (0, ).
Me logaritmizimin e t& dy anéve me bazld 10 kemi:
Ig(* %) = fg100, dmth. (3 - lgx) - lgx = lgl0°, kurse me svendesimin fgx = ¢
(3-0)-1=2,dmth #-N+2=0
I=1osat =2 poapér t =1 vijoolge=1,x=10.
=2 vijen lgz=12,x= 10°F= 100
b} delx®* %) = dgx, dmth. (25 - 5) - fgx - fgr = 0 dmath. fgx(2e - 5 - 1) = 0.
Prej kétu vijon lgx=0 ose 2x-6=0; dmth. x=10"=] osex=1.

Detyra
Zgiidhi barazimed logaritmike:
(1) ) log(2x- 1) =3, b) fgx* - Sx + 3) = 0 ATTI2.
a) log, (3¢ - 5) = I; b log, ' - 56) = 3.

@ a) fglx® + 2) = Jg{2c + 1): b .fgm-fy{.r+ﬂ=[l
@) o) gtz +2)- latx - 1) = lg3; 1) log(x + 1) + log(3x- 1) = 5.
@ a) Uplx + 3) + I = 2; h}{gd:+ﬁ+'ifg{x+l}=&ﬁ.

OF i;ﬂ?’:; ; b) g’ - 8) - fgtx - 2) = Ig19.
@ ae-lgn(-2ga+1=0; h12+21'3;|.-+4—:g:=

(&) a) log.x + log 5 = 2,5, b) log,x + logx = 1.

(B) o) logx - logx + log,x=3; b} log 4 + log 256 = 5.

() )+ = L00; b} 0.1 - 2= 100,



NE AAIE temé do If mésosh pér
Zgpenmi 1 honceptit pér kimd. Funkssonet tigonametrike tangons
Wlatps ¢ himderve m dbe kotsmgens prej shumis dhe
Vi rrethore gamametrike rudryshimit € dy kéndeve b
Pirkufinmi pér funksionet frigo- Pankalonst Sigancimebeiie
@Hﬁrﬁ”ﬂﬁﬂu Funksbonal trgonometrike
A7 glvamikendi 1]
@”ﬂlﬂﬂm‘m- Transformimi i funksioneve
glarddo kindi 81 ndryshimi né prodhim "
Sjellja & funksioneve trigomno- Transformimi i funksioneve
matrike prej gfarédo kindi 12 Higunemetrike prey prodnim
ngushd 56 né shumé L.
Hararsme! themeknre .
Koncepti dhe perkufizimi | Mgototctie "
sgumentt real & g€ sillen né bararime
il i veiitl ¢ fanksionsve themelore inzonometriks a7y
y= asinfr + c) dhe ;
¥ = aonss + ¢} 7 mdwll
Grafikdt dhe vetité ¢ finksioneve katrore e
T S ™ Qqﬁlﬁﬂ-ﬁ ehatimin
Girafikdt dhe vetité ¢ fenksioneve ; e e
¥ = asin(hx + ¢} dhe disa transformimeve 1& shprehjeve
¥ acosibs + ) n e
Grafikét e funksioneve @Tm“"""“ 1s
Uigumuometrike € ormés
y=arin(bx + ¢} + o dhe Q'ﬁmm-lmlhudl 119
y=acas(hr + o)+ o T6
QMi“H
Funksionel trigonometrik sims st dha hosiauah 11

dhe kosinus prej shumds dhe
ndryshimii & dy kiéndeve ™



TEMA 2> FUNKSIONET TRIGONOMETRIKE
PREJ CFAREDO KENDI

- Kigfesbu’ Dni-uii-h-n—h

. Figura gjeometrike e formune prej dy H%- ifig. 1)
iysmédrejiézave me pike 1 pérbashicsr
1€ fillimit dhe pjesd i reafhit @ kufleuar
me ato qubet kénd, Ot tf nxjerrim ujé

P - prej punit, gjad
0 Cili k] Sahid | nguahil, e cili i gjerd? [Eshimit, kova

© Nj# shkalid (1%) &shof e 90-t» pjesd ¢ Juhet 18 kalon

kit 4 drejed mugl prej 6,25
C N padduée |00-mpjesEchéndited ™ Té njEjtén
drejé rmmugé dubet 1
kalon edhe gaité
B angerTyes u kovia

ploté me wpk.

%) Cakto kéndin E ¢ perablcrunn njé pikié A prej makanes ghssé |Eshimit i kovés né pus.
b) Cakto kéndin g ¢ pérshkruan pika 4 prej makares giaé nxjerrjes 52 koves,

Viére agfithjen;
Pertmetr | npé rrethi prej makares ku gjendet pika 4 prej makares &shi

Pedzr=2.2=2m
X

a) Gimté 1ashimit 1@ koves, pika 4 prej makares do 1€ rrosuliobet

ﬁ;s:zna-;mummawmmﬁmﬂuu

1
Kéndi i kérkuar llﬂ]i Ierd mé | madh se kiindi 360°, d.m.th.

1 3600341 ) 360 =3- 360 + = - 360°= 1125,
B ] 8
b) Gjatd maporres o kovis prey pusat, piks A, githeshty, do 12 rromllobet J% heré, por

L=

p=3



né kahen ¢ kundirt, dom.th. nd kaben e ldviges of shigjetave 1§ orés.

Gijmé 12 mEwmart c kéndit né gloometr! sipas pérkullzimit pée kiind, krahid .

e kéndit jané me domethénie 1& npEjt, d.m.th. nuk ka ndryshim ndérmjet C
shénimit 18 4 AOF dhe < BOA (fig. 2).0Operucionet me kinde n2 0 A
gioometri jané i@ kufizuara, dmoth. shama ¢ kindeye nuk mund G jeid m fig.2
¢ madhe s 360, kurse ndryshimi | kindeve nuk munsd 1 jetl negativ

Pér nevojat ¢ trigonometrisd, fizikts, mekanikés dhe shkencave thera teknike, dubet 1&
kryhes zgjerimi | konceptit pér lkind

M tutje < AQE do ta shgyriojmé si figurd ¢ cila formohet me rrotullimin e @t krab
rretls pilés (2 deri te puthitja e tij me krahun tetér.

Rrotullimi i krahut fllestar mund 18 jet& ng kahen poritive ose negative. Kindi i aillé i
formuar quhet kind | orientunr pér 8 cilin vien kyv:

wlid AN,

W Ng fig. 3 (04, OB) éshié kénd positivisht | orientuar, d.mth.
pozitiv, kurse < (OB, OA) éshié kiad negativ ¥
W Cijasé ieshimds 18 kovés pika A prej makeres ka bérd kind prej
1125°, kurve giwi# nxjerries kind prej -1125%, o F-
Operacionet me kindet negative nuirmen aépérmjet o megulloe @
njpéjta sikurse edhe operacionet me numest © ploté. fig 3
Jané dhink kindel @ = -40°, =70, y=-150°. Njchso:
sa+rfry; Bla-p+2y. ola-frr
Vire pirgfigien:
B b)2a- B+ 2y= 407 - TO° + (-1507) = -B0F - TOF = 1 50F = - 300F,

B> o na-fey; ba-3p+2y; shea30; fu 505 pe 120

Procliviems J30F - 3 fabitd | mundabeben Ao Sabid kéndi
@=1150°=3 - 360° + 707, kurse konstruksion i tj
Exhié parspirur né fig. 4.
b Konstraino kéndm: i
A TR B -1125~ <210
Viére pérgjigien:

o= <1125 = {3 - 360F + 45°) = -3 - J6(F - 45" kurse ;
kosstrulineoni § 1) éshed paragitur nd fig 3. fig. %



| Ay ment

L TmEISNENE
Numni & paraget numér o rrotullimese 1 plots 4 krabet gf motollohet, dm th

k=41, £2, #9, ..
Kénd| @ Bshid manr mstss i kéndit gf ¢ formojed krah@ ¢ kéndit

h Eshté dhend kendi: a) 690°,  b) 930¢;  ¢) -1950°
Shikrusji kéndin né formén ¢ pérgiithshme.
Cili kénd do 1@ plrahknian;

) shigiets ¢ orés  b) shigieta ¢ mimutave;
pér i ditd dhe naté?

ﬁh—nﬁm.mmt.‘:g.hu-ﬁ @ pirbihet praj
lndit qédroe i caatur o shkallé
/I =

--—.ﬂ"_|
r o I8r i
Pre ot vijon a6 rapoet | ¢fhrédo hark rrethor dhe trescs o8 j ANy
85I konstante dhe Sshi | harsbarté pér 18 giithé hanget gt kand
kiindin e nj&jid géndror, d.m.th. -
Lk & B
ll-- | B _ I ce— "
T a’, figé fig. &

I
M - & kirakigiigon madhésing ¢ kéndit qéndror & pro misd B mervet 5 nums matés
1 jputuing s Barkour rrethar,

Mobse | = r, sifere % = |, pra a1 nd gdndror sbibé manmé o njpésl motise e cila gubet radinm,
pir i cilin viea ky

b Cakto, né gfard relacioni jané njésité muskse 1 kindit o matr né shicallé dbe  mamr
nd radian.

Vilire zgfidhfen:
Le o jeté @ noemis § manar nd shiuld, kurse @ numdr | matur i kindit n& medians



> Kender 300 W45, 0905 THOS  @48724°36" hprehi né rudians.

Vére sufidhjen.
24 6 : _x-4BAI
d]4ﬂi1ﬁ'*4r+[ﬁ]‘+[ﬁj =4841", pn @ 180 O84S rad |
Detyra

Shirus;i kéndet né formen ¢ pérgjithshme:
a)450%  by-164% ) 3000°, ) -1000°

(3 Nychuo o shikalié dhe radsané sfaré kends perbknuan shigeta ¢ MInUIVe 1 orés:
A Smin; L) mim; ) | ook

Rrezjs ¢ vijés rrethore Sxlé 36 om. Caloo giatésing o hariot kindi gladror | o cibit

Eshid TTSMME

(&) Shpechi né radiané kéw ki
036 B)IOEY € 210% 21224 ) MSIE

@Hiﬂhﬂnﬂ“ﬂnﬂ*
x ] ir x
— - — -_— 4 rad
.'\E e 3 " 4 » .4 o



1 Sistemi koordinstiv | Dekartit & ndan rrafshin né 4 pjesé dhe quben kundranté,

W Cdo pike nga rrafshi mund t'i shogérobet ¢ift § radhitor (x, ¥} dbe quben koordinatat e
pikés.

0 A vlen e snnspeila? s I Mz )

[ MEwvizatim pikn M éshté paragitur me sistemin koordinativ ma ¥ ¥
koondinatat ¢ saa x dhe ¥, 3
x - abshisa e pikis. x x
¥ - ordinnta ¢ pikés,

B Kéndi p=a+k- 360°, ke i shkruar o radiand dshtf p=a + 2bx, ke L,

m Vizato kend 1 oricntuar pozitivisht dhe negativisht né rrafshin koondinativ.

0 VEre, krahu i palévizshém 1€ kéndit 18 orientuar me pjesén pozitive té boshtit x, fig. 1.

F
o Q8 té fitohet krahu i dyté (i fundit) i kéndit & dbéng & duhet krabu M

* i par 18 motullohet (né kahen pozitive ose negative) pér madbésiné
( 1 shprehur né shkallé ose radiang) t& kéndit 18 dhéné, 5

KEchto krabu i dytié | ftusrt o, Lulemi § 62 eilit Bhif nd fillimin e

' koordinatave éshté krahu i dyté i bashleisisé sé pafundme 1€ kéndeve fig. 2

" kou krahu i par# i & cilit E&shté pjesa pozitive ¢ boshtit x.

| T# gjith® kendet ndryshoing njéri prej tetrit né rrotullime t& plota. Madhésia e gfarédo
kindi B nga ajo bashkési &shig ¢ formés S=a+ k- 360° ose f=o+ Lx, ke I
Pér shembull, nése (M &shi@ krahu i dyté i kéndit 2= 50° (fig. 2), atBheré ai &shié krahu



| dytE | kéndeve S0° + k- 3607, d.m.th. | kindit 507, (k= 0), & 410°(k=1), =
T (k= 2), & -310" (k = 1) atj.

b’ a) Cakto koordinutat ¢ pikave te 18 Vilire agficiyfen:
cilwt vija rrethore trigonometrike |
prend boshist ¢ koordinatave.

b) Cakto positén ¢ krahut # dyed 16
kindeve: 07, 907, 180", 270",
3607,

fig 3

h a) Cakcto poditen ¢ keabut 18 Gyl i kindeve: 307, 1207, 2107, 3007
b) Cakio intervalet ¢ kindeve qé | pénbknuan krabu | vizshim né glonjéem prey
kusdramdve, néwr & beviz né kaben posstive
Viére pérgligien:
© a) pikn M, i wkon kuadrantit 1€ paré, kurse kéndi
né intervalin (0, $07).
Pika M, | wkon kuadrantit 1& dyik, kurse kindi
nd intervalin (90%, 180°).
Pika M, &shtdni kundrantin e treté, lkurse kéndi
né imtervalin (1RO, 2707)
Pika M, | wkon kusdrantlt i ketbrid, ke
kéndi intervalit (2707, 3607), fig. 4.

¥ Krabu | dysé | glarbdo kindi kulmi i 1€ cilit 8shig

né fillimin ¢ koordinatave do 1 prené vijén fig.4

rrethore triponometrike vetém oé o pkd
Pasi pozits & ¢do pike pé rrafl Babié péreakiuer me koordinatat € sajs, domethéng pikat

prej vipls rrethore trignnometrike jand pércalituar me koordinatar & saja_

1
! Le o# jesk dhind vijs methore wigosometrike pvn, s

dbe bindi i npuivé @ fig 5.
Me rhatimin ¢ pérknfirimit o funksioneve
rigonometrike pre; kéndit & agusiE, kemi

fig §



—

Hna-—%ﬁl -M, M, mn‘-g%-ﬂ”'_ jpaai OM =1,

Vére, né kusdrantin ¢ puré (d.m.th, pér kéndin e ngushif) koordinatat e pikés 18 vijés rrethare
trigonometrike jimé vierat ¢ funksioneve tngonometrike sing dhe cosa

Prandnj, pér funksionet trigonometrike sinus dbe kosmus prej ¢farédo kéndi vigjng kéta
plrkufizimeve:

Paragiti grafikishi koordinatni e pikave g fiiohen me pretjen e krabut [Bvizds o
kéndit dhe vips methore trgonometrike né:
o) kuadrantin II; &) kusdrantin II1; ¢} kuadrantin [V,

Vére pirgigien:
g o4 i 9 o
W Ep| &
0
s X )'r fzﬁ
sinex = v,z sinct = v, Bimd = yg
COSE = I":. Cofl = X caEE = Xy

fig.6
Eshté e njohor se pilat né kundrantin [ dhe [ kané ordinata pozitive, kurse né kusdrantin
111 dhe 1V kané ordinata negative.
Pﬂndj,ﬂluﬁpﬂjkhhi%tﬂhlid}ﬂitﬁﬁﬁthhﬂn!hﬁlﬂiﬂim" Eshié poxitiv,
kurse né kuadrantin [Tl dhe 1V Eshté negativ.
Pikat né kusdrantin 1 dhe IV kan# abshisa poritive, kurse né kuadrantin [1 dhe 111 kané
»  Prandaj, kosinusi i kéndeve krabu i dyté i t€ ciléve Eshi@ né kuadrantin | dhe IV Eshié

pozitiv, kurse né kuadrantin IT dbe 111 Eshié negativ.

! Shenja ¢ funksioneve trigonometrike sinus simy Y i
dhe kosinas né gdonjérin prej kuadrantéve
JuisE paiagiver né fig. 7. = x
fig. 7

1t



b Cakto shenjén ¢ prodhimenve:
a) Sin120° - cowl20% b)) #inS0° - cos200% o) siml S0P - xin200° - cos300".
Viére pérgjigien:
© a) Kéndi prej 120F &shié né kuadrntin 11, Jou sinusi £shi# pozitiv, kurve kosinusi &shig
negativ, dm.th, sinl20° > 0, kurse cosl2(® <0, pra xinl20° - casl 20* < 0,

' Tangjents e vijgs methore rigonometrike né pikEprerjen me pjesén pozifive 12
bashtit x quhet boshti | tangensit. Pilat e sajn jané me koordinata (1, v), ve B

© Tangjenta e vijés rrethore trigonemetrike ng piképrerjen me pjesbn pozitive € boshtit ¥
guhbet boshti | kotangensit,

Pikni ¢ =aja jané me koordinats (x, 1), x& B

Le té jeté dhénd vija rrethore trigono- oy
metrike dhe kéndi i ngushee & ku krahu N cign
Wévizés ¢ prent boshtin ¢ tangensit dhe Pl gy m——
kotangensil pérkatsisht n piknt A dhe _ HR_.JHLH;

13

. 5
._'I.I'. M !' | t' s \

- Prej pérkufizimit £ tmgensit dhe kotan- | ."f
pensit prej kéndit 8 ngrusheg, kemi: [ 7]

W

ON, ' fig. &
Korabu l&vizds 1 gfarédo kindi e prené boshtin e tangensit dhe kotangensit né njé pike.
Vire, nE kuadrantin e paré ( pér kénd 18 ngusht¥) ordinats e pikés 1 boshtit 1 mnpensit &hid
vierd & tngensit prej kéndit & ngushig, kurse sbshisa e pikés 1€ boshtit & kotangensit &heé
viera e kotangensit prej kéndit 1& ngushié,

Prandaj, pér funksionet tngonometrike tangensi dhe kotangensi prej ¢farédo kéndi vieing
kita pérkufizime:




h» Paragiti grafikisht koordinatat e pikave g fitohen me prerjen @ krahot 1vizés
kéndit me boshim ¢ tangensit dhe kotangensit per kéndet ng kuadrantin T1, 111 dhe
I¥.

Esht# e garté, prej dy vizatimeve paraprake pérfundojmé se koordinatat ¢ pikave pér kéndin

krahu 1&vizés i t& cilit mbaron né kuadrantin ¢ paré, pérkatésisht ng té tretin jangé pozitiv,

ndérsa né 1 [11 dhe [V jang negativ,

Prandaj, tangensi dhe kotangensi né kusdrantin | dbe 111 jand pozitiv, korse né [T dhe I'V jané

negativ (fig. 9).
aF oy TJI
. /qy.n D%
- O
|- 1 u‘.:r_-':|r M, >
m_;‘ \\ 1
ML, yud
;.
ga = igle+ @)=y, g(x- o) =rg(2x- ) =y,
ciglt = ciglae + 1) = x,, cfg(® - o) = cigix - @) = x,

fig. 9

[7> Cakio shenjén e prodhimit
2 1g20F - ergl 20 b) gl30° - erg2d0%; ) 1g200° - exgdson,
Vire pérgjigien:
0 a)g20° > 0, cigl20° < 0, pra 1g20° - cigl20° < 0.

G s




[ provo sakitsing e giykimit: a) codb00" = casB0°, b) 41880 = B0

Detyra

(D) kender: w) 760, b) 1420% <) 1080 ) 18307
trunaformogi nd formén k- 360" + .
@ M# vijén rrethore trigonometrike cakio pikén e e oila:
3

1 2
1lm¢=i, b) corg 3 :]u.-rn'--:.

(3) Cakio shenjién o prodhimit
apeinl 15 - conl60%  b) 2in220° . coxl 30%
) igl % . cag2107; ¢} g1 307 - cog 00",

bl

" Vierat e suwmit dbe kosinusit pér kindn gf &sh# nf nusdrantin ¢ paré jané positive,
nidérsa nd kusdrntm 111 jané negairve

o ﬁumhmﬁmmwmuﬂﬁﬂuﬁ
aj 1L b)

0 Clard shenje kond vierst ¢ funksionit kosinus plr kéndel gf jané nf kuadrantin:
uj 11; b) IV?

3 Viers ¢ mogensit dhe kotangensit pér kéndin of §sbi# né kundrentin [T dhe 111

& Cfarg shenje kand vierst ¢ [unksionit tngens dhe kotangens pér kifndin q@ Sshid né
kusdruntin I dha IV

Cakto koordinstst ¢ piképrerjeve 18 vijés methore trigonometrike me boshized ¢
koordinatave.
Vére syjicihjew:
& Pasi rrezja ¢ vijés methore éshié ¢ burnbarté me |, pra koordinatat e piképregjeve me
boshiin x jand (1, 0) dhe (-1, 0h ndérsa né boshiin v jané (0, 1) dhe (0, -1}
¥ Krahs leviais piv kindet prey 07 dhe | BOP puthitet me boshiin x, g€ do 1 thoté sin(”
=0, sinl80" =0 dhe wnd60r =0, adésa colF = |, conl B0 = -] dhe
coddblr = |,
B Krabu Wvirds pir bindet prej 90" dhe 270° puthitet me boshiln y , o do 1@ thotd
codMWF =0 dbe cos2T0" =0, odéra sin®0* = | dhe sin270" =-1.



 Wiernt e fitusra 12 fianksioneve sins dhe o | 0 |180- | 2700 | 360¢
kosinus do 11 peragesim pé kg tahelé: wn

cos | 1 | O |1 | O

© Pér fimbnicmin y = (1) 1 pérkufizuar né bashkésiné [ vien ky

Lﬂlinh ﬂllﬂhﬂipunm
a<f

Sipas pérkufizimeve # funksioneve irlgono-
metrike prej gfarédo kéndi, kemi;

mtﬂ‘tﬁ, dhe wﬂ-ﬂ?,
sina = MM, dbe sin fi=NN,
Fahit ¢ qarid! se:
OM, > 0N, dmib oosa > cosh
MM, < NN, , daih. sina < sinh
Sipas perkufimmn 18 monotonsd s funkoneve bemr

o Mise kbndi rribct ne kosdreniin |, sdhend fanksion) kosinus ovepilohet, inme Runksood
i et

Viéreyi ndbrrimet ¢ fankxsoneve simss dbe kosmus né kadrsndt tere, fig. 2, ko @ < B




Kuasdranti 11 Kundranti [11 Kusdranti [V
h._]’-} Fa >V PE HRE=F, -.'l'l"l'-ﬂ_'l".‘fll ol Fa T Ful™s
s -y, sing >snf snf=y, sna>unfl wmf=y, sn < wm

coRiE = Xy _.l-H.rnmnlrﬂ.}==--==-.mm#-l-}_luﬂ.-|ﬂ
oafiax,| emascuf omfer,| o<cemf eosfi=x,| conm<oof

NE baé t& périmfinmin pér monotonsnd ¢ funksioneve vijon, nése kéndi @ mitet né:
kundrantin 11, sifheré funksioni sinus rvogdlobe! dhe kosinusi zvogélohet
kuadranti 11, atcheré fimksioni simus rvogdlobet, kurse kosinusi rritet
kuadrantin 1V, aherd funksioni sipus rritet, kurse kosinusi rritel.

F-wm
a) min$" dhe xinkS"; b} cos) 30" dhe cosl SO
¢) min220" dhe simd6(Mq) cosI00 dhe casdloe

ﬁmw:um:mm
u) sinlO0F - xind30%  b) coslS - conBSY, ) a2 1S - 2ead20r,

Vére gfidhjen:
0 a) funkelonl sinir nf kuadrantin & dyi® rvopiohel

Pasi 100* < 130° vijon wimlO0F = siml 307, dmoh win|O0F - wn]30° >0
i Lot jond @ dhe [§ jant dy kinde kn @< fi

1 e !
SN

- ‘r-’“ M1, 3,

\VH}IL )

Letdjend v , ¥ . %, 7, Woordinatat ¢ pilave we o€ cilét lombo § dyi@ ose varhdimd § 1) &
prené bﬂl&n;ﬁﬂhmlﬁll

B
L]
n
o
r




Pér kéndet ng kuadrantin I dhe IT1 Pér kéndet né kuadrantin Il dhe IV

=y, J’.*CJ";-]“} e =y, | | ¥, ¥, pra
= " L o
1gfi=yf igax <igh mﬂ=y,}- iga <igh
ﬂsﬂ'-‘a}#h?ﬂ»m cg@=1x, _ ¥a X, pra
cigfimx, clg o > cig B cig B =x, cig & > cig B

¥ Krahu lévizés | kéndit prej 0° dhe 1B0P pathitet me boshtin x, domethéné rglr =
g1 80° =0, Funksioni kotangens prej 0° dhe 1B0°, d.m.th. pér ¢do kind 1 formés ki,
ke Z, nuk shté i pérkufizuar, pasi krahu i dyté i atyre kéndeve nuk e prené boshtin
kotangensit,

* Krahu i paré prej kéndit 90° dhe 270° puthitet me boshtin y, domethng crgd0r =
ctg2 70 = (. Funksioni tangens prej 90* dhe 270°, d.m.th, pér ¢do kénd té formés

kx
T+.E:r,.l-ez nuk &shid pérkufizuar, pasi krabu 1 dyté preg atyre kéndeve nuk ¢ preng
boshtin tangens.
Vére, kur kéndi o rritet prej 0" deri 90° ose 180° deri 270° funksioni tangens rritet prej
0 den ==
Kur kéndi & rritet prej 90* deri 1807 ose prej 2707 deri 360°, wEherd vierat e funksionit
tangens jané negative dhe gjithashiu funksioni né ményte & vijueshme rritet prej o= deri 0.
Prandaj funksioni tangens monotonisht rritet prej —s deri <= i 1808 fachién ¢ parkufizimit.

E:’ Shgyrio monotoning ¢ funksionit cigor.
Cili kénd &shié mé i madh:
a) fg12" ose 1g152% b)) creT ose ciglT0% o) cig3l0P ose clp300PT
Vére pérgfigfen:
¥ g) Funksioni tangens monotonishe rritet, pra prej 125° < 152°, vijon
fel25® < fel52e
8> Cakto shenjén € ndryshimit:
a) [g25%° - 19235 b) ctglI0° - ctgl3F; o) e3P - g0,
Vire pérgfigien:

¥ ¢) Funksioni kotangens monotonisht zvogglohet prej 310° > 300 vijon
cig3llP < ctg300F, dm.th. cig310° - cig300r < 0.

Befourotoning ¢ lubsiomeve Wignmnerike do e paagesim nf ki tabelé:



ir
¥4 0 m‘% Iu.nd.lll X |omdind <= | sdIV, ix
simx | 0 e 1 | 0 Sy -1 A l0
cosax | 1 Sl 0] N~ -] P 1] P
g ] Al 2] A D A | dee A0
crgo 2o | Syl 0 | N[ dem] N O | ==
Detyra
() il mumr Ssheé mé § madh:
a) 5in25" ose 5inl5; b)Y cosl MF ose cosl 207 ) sin20fose sin320F,
) g AR nen fpR20 A} et XRIP e ctg NPT

@ Cakto shenjén e ndryshimit
o) siRl0P - gigl 5" b} cosl 3 - cosdde,
g) 1gl35° - gl 50 ¢) ctg230P - crg26le.
@ Radhiti sipas madbésist duke filluar prej mé t& voglit
a) sinl 26%, sinl23*, sin212%, 5in225% b (gd8e, 1g52°, a0, 1gl54°, 1gl42v,
@ Cakto shenjén ¢ herésit
sind8° — pin 64" B) 1= sing
1gls* —pgsS0r |-igex

3)  nise @e [%%]

@ Cakio shenjén ¢ shprehjes:

0 cig320° -1g214° b) g6y -c1gl 7y
ig150° +1g165° sin38" -cos110°
(&) Njehso vierén e shprehjes:
a) sinl® + sinQe; b cos0® - cosl RO ch coslB0P - sin2 705
X Ir
Finl2x +oos ix . HHE-'-’&?
¢ igm —cosx 4 2oos X

]|



Ko !

ﬁﬂhﬂdﬂi“tﬁn—
metrike prej gfanido kéndi.
Lartuin e rekéndéshit harabrmjés me

beinjé @ Eshié n-"—:i_

Pér vardsité themelore trigonomeirike
prej kindit @ ngushié.

Downeibéné piks W ihlm[-?.

LA ~
ﬂ_‘—l.fu"-ll.'lh.lll.

fig

Trekéndsshi OAM &bl barsbrinjés (pae?), pra MM, =

— A 1
mltTc-!-ru“I_

Domethénd piks M i ka koordinatat

. oX. .2
'.]'III “l! t]"-
Vére agfidbjen:
. Trekéndishi OM M éshié kénddrejti

barukrahas, daih.  OM, = MM =1,
prn OM, =M,M =OM dmih.
= | e .l-%._r}ll

£)m w8

L]

32
2

T
— il —
4 12 4

=%. kurse

(9 m 3-8



Trekéndéshat M M dhe OM M jané simetrik né lidhje me boshtin x, pra AMM 'O

Eahté barabeinjés | fig, Ic), Nga shksget ¢ njéjta sikurse & x x &
6 4 | 3
te rasti paraprak pika thiumﬂuuﬂt[f\%) Gl a
1 2| A
&1 T i x BB sine | o | 5|
- e b . 2 2
Diamethéné nnhﬂ-z.mfﬁ-rz.lgﬁ 3 " r 5
x . LERN BCEN B
g =3, sl 2| 2
3
Vicrat o funksioncve trigonemetrike pref kEndeve ke (| 1|4
T XX
[:2'_‘.‘;'- Nichso vlerfn ¢ shprehjes:
a) 2xin30Fcos 30¢; b} ZeintlFeos30e, gl cosd5® - sind5%cas(r;
§) cos0® - sin®F - coxbl®; ) 1230° - ctgdlP - 1.
Vilre plrgfigfen:
| £) cosd5® . pindSraslh = %--‘z—rzﬂl-ﬂ,
@ Vérteto s i@+ cof@= 1 ku @= k- 360 + @, 05 @ < 360F,
Vére vértetimin: Ay
Prej trekéndeshit kénddrejtd O, M vijon (fig. 2): Py
MM, +OM, =1
o
(sing) +{cosp) =1 J“ M
sirg + cosp = | ', '\& - T
Pér = k- 360° + & kemi ] i 5
sk - 360° + *m.r’{_.t 6P+ ) =1, g
d.mih shfa -,
fig. 2
* Prej ngjashmérist a8 AONA dhe AOMM, vijon:
AN DA g 1 | i@
MM | _.‘_'.I_H1' n, sing  coner m[gn-ma e sina@

e+ wiya =1, w-l-%.



e

D Virtetopl formulat:  winer = g dhix ME.EI:;,
ti+ig'a + M1+ 0p'a

Vére pérgjigjen:
# Nise té dy angt ¢ identitetit themelor i pjesétojmé me cos*er, kurse pastaj me sincL,

kemi:
sin® @, mﬁr 1 sima cor'a |
cos’ & :w-"{r cos sna sina sna
1
I IlI'+l=—--i,— + oo =
' cos’ o hinyes sint o
1 mﬂ'

Mﬂ:m !fﬂﬂ'=m-

Shenja para rrénjs varet prej shenjés tf funksionit & dhéné né kuadrantin pérkatés,

& D e piErfundimi i njéjid mumd o arijme nése ¢ shqynojme
fig. 3.

W Prej perkufizimit 1§ funksioneve trigonometrike prej kéndit 18 I
ngushid kermi: !

, AM i 1
N =—_ SfE= .m COsdE =
oM " 1+1giar t]lﬂg*ﬂ

@F Caktoji vlerat e funksioneve tjern rigonometrike, nése &shig dhéns;

3 T , 5 in
H-}Hﬂﬂ=;.ﬂE[E1I]: h‘]”ﬂ=—|—i."5[ T:] :]mm*=%;

24
&) M:I=—E‘EE(§J]; d) tga=1;, «) fg#--ﬂri.ﬂE[%J]i
fcrga=-1, HE[%,E}!‘]; El tljﬂ'=%-

Mise nE kushtin ¢ detyrés nuk éshité dhéné n# cilin kuadrant gjendet kéndi, atéhers nénkoptohet
se kéndi £shtE nE kuadrantin ¢ parg.

Villre zgfidifen:
a) Prej identitetit themelor kemi since + cos®or = 1, kemi:
3 9 7 7
] - rip? - -l — = L
cor@=1 - sinfx=1 [4]] l- % Iﬁmmﬂ.’ a "
sima 3 47 _ W7 __ 47
cos e 4'[ 4}_ 7 ﬂbz:c.!gﬂ—ma— 3’



'JIE 1 'Ilﬁ
;.'H = B — = — =
) zinde :h-——-w+ = l.mﬂ — 3 dhe ctgx = |.

ﬁ; Hﬁtﬁ:#ﬂhﬁn-ﬂﬁmﬂ-!-

L B
Vi l+iga 12
b - = =E—
) car'a - Inin'acosa pér sina .n}l*unplrl.'ﬂl'ﬂ! I.‘]dh
%cﬂ-ﬂl.
Vire rgfidljen:
.I: - !' 1 E 4
u dsin'a=|-corfa l-[}]' ITH-H u-:.lhr.r-i.
Vicra ¢ shprehpes éshig:
4 9 6 3 16 4
M-lﬁl‘ﬂ'.!'j-ﬁi-i--i E'i

R
I &
Ni—ewa lioma

 aekx ke I

l+singd corex x
con@ l-ﬁn'n-i+hh‘="

<) (iga + cigay - (o - crpaly;

“[ {l+cosax J‘I-—rﬂlﬂ']l
'fl-mﬂ:l ldpatea |

" . 1 o tos@tl-cosg = 1 2
¥ T l-cosa 1+cosa (O-corali+cos@) l-cos'a sin'g
F’ Virtawofi idemtiverer:

1 1 2 xin +J:ﬂrﬂ' 1

l+sing 1-sina cora’ » cga+l ga+l ssc+cosa’

«) win'ax (ctgex - 3) Qotgar - 1)+ | Oeindicona = 3.

Vére sgjidbjen:
sing | cosa  sing . cosa _sin'G+eos'a 1
clga+l iga+l cos@ - sn@ . sing+cosa  sing+cosa

Einff ecili]



Defyra
@ Mjehso vierdn & shpreljes:
wim G 1

x x
- : - —+elg=-12 + !
) sinbll - cog30F - coslF; b) lg—+dlg T+ costl” | g3

e TR
@ Mésc Eshié dhénE m.!ﬂ=§. cakio vlerén ¢ fumksioneve e tngenometnke,

el

@ Enhuwkrﬂn:ﬂqnh]mﬂﬁ née sinﬂ-%, ﬂ'E(ﬂJE]_

1+ e’ 2
F L ]

, , _ sin' @+ cos @ sin@ _ cosd
@Thj:ﬂﬂ:uti}wuhﬂt N narcoa | cga+l gatl
@vanm sdentitetet:

o

L ol WL i TR 5 ... O CRTr—

cipa -1l \+cigar | +iga

a b a b
B sinm=—- cosr=—- pUr=—- r=—
E|I Eh E b-l ﬂs ,ﬂ ﬂ,
© Shkruaji funksionet trigonometrike prej kindit § 7
c A
@ Sa ésheé shuma e kéndeve 18 ngushté né rekéndéshin kénddrejté dhe =1 quhen?

@ Eanid dhéoe viera & njg funksioni, Shprehi vierat & fanksioneve tera.

D Cakto vierén ¢ funksioneve trigonometrike prej kéndit
negnhyy 0

Vére sgfidhfen:

W Piln M nga vija rrethore &hig simetrike me pikén M, né lidhje
me boshtin x, (ON, OM) = ¢ = |-a |. Néze pikn MW EsME me
koordinata {cosd, sin), siEhers koordinatal ¢ pikés M, jang
{casa, -sima),

=




Prej ket vijon couteaa) = cosa,
kurse vierst ¢ sini-af) dhe vina joné me numes W kundést, pra

gnl-a) -—sing
= a = I
cosl—a) cosa ga & T g

[B> Cako shenjén ¢ shpebjes:
sin' (-arhg’ (-a)
u) sin{-a) - cosl-a) - tp(-ak “ﬂﬂt-ﬂ'k‘ul-ﬂr
. Per funksiomin gift dhe tek 1 funksionin ¥ = ((x) vies ky

“ Domethént. funksion: comy dshed cifl, kurse funkeones tiny, fge, cigr jund sk

' Gjaid spelljes s funksioneve tngoonmetrike pre ¢ fardde kénds nd kind 18 ngushié, kénd:
a ithmoné do W jeid | ngusivd, dmh. F < a < 9

Fﬂﬂu“pﬁu:hﬁ 36lr -
* Pér shkak 1 simetrist 88 pikave M_ dhe M, nl lidije me
boshitin & dhe & dy pikat shariben ni # nifjién vijé rrethors
irigonometrike, pra viers!
con(360° - &) = coner,
msﬂ'-niug;'m-m fig 2
s ~a) _sin(-a) _ R
60" - 0 = — Y ™ oo ¥ C@)=ea;
cig(360F - &) = cigl-a) = -ciga

rmmmwm-m 180° - @

' Proj simetriad o plkave M, dhe M o, e lidhje me boshtin v kemi: Piks A, Esha
me koordinats (cosd, sin), kurse pika M, s me
koordinata (-cosd, sing).

W Prej kiétu wijon:

wim{ 180" - @) = yinet, cos(|B0" - @) = -corac
Pér mngensin dhe kotangensin kemi:
gl 1B0° - o) = -gex;  cig(180° - @) = -cigar

2 gl-a)=




Py shembull qlr-mlw.m].ﬂw._ﬂfi

ﬂuun--nqlau--ﬁn-}nmn--%,
Fﬂmwmmiuha 180+ &
% Prej simewrisé s£ pikave M, dbe M _ _ né lidhje me
fillienin ¢ koordmatave (fig. 4) kemi Pika M, Sabié me
koordineta (cosdr, vin), ke pika M et
me boordinats (~cos, -sing)
o Proj kit vigon:
sin( 1807 + @) = -simcr, con(180" + @) = ~concr
Pér tangensin dhe kotangensin kems: st
(180 + @) = tga  cig(180° + @) = crgee

1 PEr shembull: ml]?=mﬂlm'+m-m1p-.¥;

(240" = (180" + 60) = 60" = 3.

i Fumnicsionet trigonometnie pér béndm ¢ formés 907 - @
¥ T shyyrojmé wekindéshar AONM, dbe AOM . _N,
1'”"-.1 '"'.- ﬂ"'ﬁ ﬁl =ﬁf_¢#f' ihe

<N = <N, = 90,
Domecthénd AONM, & AOM,, M.

W Niwepika M, &hié me koordinatn (x,, 3,), stbberd prej
puthitshmirisé s trekéndéshave kem:

OM, =NM, =y, dhe ON,=0N=x,, dmh
cos(90" - a) = OM, =y, = sint.  sin(90° - @) = ON, =x, = contt
Pér 1g(90" - @) = cigex, kurve cig(0F - @) = fpax

© Deri né rezultste 8 njéjts mund 8 srvihet odbe me shfrytérimin ¢ vetisé 1¢ kindit
kammprieTrar



|. Funksionet triponometrike pér kéndin ¢ formés 9P + o
W AONM, = AOM, M, _. (Pscl)
Prej puthitshmirisé sé trekéndéshave kemi OM, =0ON =x, dhe ON,=NM_=1v,.

0 Prej pérkufizimit t& funksioneve trigonometrike sinus
dhe kosinus, duke pasur llogari pér shenjén e funk-
gioneve né kuadrantin e dyté kemi:

cos(90° + @) = -y, = -zin,
sin{90* + &) = x_ = cosir

.:.Enfﬂﬂ"ﬂr} COs

i (oor )= = =
0 Pér fanksionin [g + i o0 1a)  —sin

crg(WF + o) = - rpa.
o Wiretimi i kéryre gjykimeve &sht# | ngjash#m me giykimet paraprake.
© Pér kéndet @ formést 270° - @ kemi:

sin(270° - &) = ~cose, cos(270° - a) = -sincg,

1e(270° - @) = crgos, crg(270° - @) = rga.
¥ Pér kéndet e formes 270° + & kemi:

sin(2T0° + @) = -coses cos(270° + @) = sines

1g(270° + @) = -erger, cfg( 270" - @) = g
 Vitre dh mbwj wvead

hﬂmumuwmmmmnqm
a) 140%  B) 220 &) 290°  ¢) 320",

Vére eglidhien;:

5 b) 5in220° = sin{ 180" + 40%) = -gindlF; cos220F = cos(270" - 50%) = -sin50°;

rg220e = rg( 180" + 40} = rgdlr; ctg220° = crg{ 180" + 40r) = ergdr.



I_?-,? Cakto vierdn @ funksionit wigosometrik prej kéndis:
a) 1200 By 2400 ¢ 14T0% g) -T50R
Viére sgjidijen:
V3

W a) sinl20° = sin{90° + 30°) = casdl = -
1
conl 20¢ = con{ 1 80° - 60%) = -msfrﬂ'=-5'.

tgl 200 = fgf 00" + 307) = —ctgdlr =-.f3 ;
fﬁlzﬂ"“ﬂEﬂW-ﬁﬂ".IL:lgﬁﬂ‘--%.
¢) TIm-T50%) = ~sim(2 - 360° + 30%) = ~sind0h = - —;

2
cos{-TS0°) = cosT50° = cos(2 - I60° + 30¥) = cos3F = %
.Fg{-'u"l'rﬂ":l--fg?iﬂ'=4g[2-lﬁﬂ“+3m]=,igjnl=_§:

clg{=T50%) = ~cig(2 « 360° + 30°) = g0 =- 3 .

[?: Njehso vierén e shprehjes:
u) 5imd 30 + pg240° + 4e0s] 50° - Jergl 20

) %mﬂE!ﬂ" - elg 0P - %ums-.;_gs'm-;

Ix S Tz r
Volmm & g— — ] —— |.
ch |'|:z ﬂgz 3-::::3 i';_q:[ ]

Vare zgjidbjen: 3

5 a) sin(3600 - 30°) + (1807 + 60F) + deos(90° + 60°F) - Icie(90° + 3F) =
‘d[ﬂﬂﬂ'+|{gﬁﬂ'-4ﬂﬂﬁﬂ'+3fgﬂ#l-% +43 =23+ --%.

[ B2 Njehso vierén e shprehjes:

sind - sin §
a) ——
mpa—cig §

cof [+ ergor
ig i - sinx

i 3 x
=— X+ B
, ndte sing Y B 73

b} ,n&:ma-%,ﬂhﬂ‘l%.



Vére zgjichjen:
b) simer=v1- l—— -E. sinfl = sin(90" - @) = cosix = 5

cosfl = con(N" - o) = sinp = %; lﬁﬁ=ﬁ'§;

L

3
= cig(90° - fy=rgh= 7,
4.0 A1
:'m',ﬂ+ﬁ;g-::r=5 4_ 20 . 3
igf-sing 3 _4 1 '
4 5 20

[;'_f\__::a Verteo identitetet:
a) sin(dx + o) - cfg(3x + @) - cos(2n - a) - 1g(3x - @) = sina + coscr:

b [m[%—n}mfh—a:]t +[sfn[%-a]+mu-a1]l -

Véire zgjidijen:
a) sim(2x + &) - cig(3x + o) - cos(2m- @) - ig3m- &) =
COR Fimiax

2 * OOfEc ——— = cosd + SINEE
sinoe i ET ]

= SiACE - cOgE - COSO - (=fge) = xind

= Petyra
1) Niehso vierén ¢ shpeehjes:
) 5in390° + rgTBOF - 2oos585¢ - Icig9nir;
ix Sr Or

ax
by sin— - ig— +cox’— +clg—.
f . 3 4 4

@l Thjeshio shprehjen:
a) 5in{90" - @) - sinf{ax - 180°) + sim(2707 - @) - sim{@ - 360°) + sinee,
b) gl + 459 - 1g(43° - ),
(3) Véneto identheter
coxlar + 2707 Jsinla - 180" Jrg (o - 90°)

tg (e + 2707 Jeng (i - 00" Jeos (—a)
b) cos§T5" + cosBB5? + sin505° - sln305" + 1gl 104" - fghlE* = 2.

=],

™



Radiani 8shté kénd qéndror, gjatésia harkut pérkars 8 @ cilin fshid e barabarié me rrezen
& vijés methore,

§ 4 180°
1" = ——rad , =—
180° St T

Sa fshif njdsia radiale pbr 36077
© Mjesia radinle @ o be o8 jetd x rod, sa Gshid njdsia radiale & kéndit o+ k- 36077

Prej peckufieimit 1 finksioneve thgonometriks pegj ¢fanbdo oy
kiéndi vijon sc vlerat varen prej koordimatave & pikEprerjes // k
Vs

st krabut 18vizés prej kobndit dhe vijés methore trigonome-
irikce, por nik varen pre| mineese e 2 cllen Ssbe maer kendi

N 7
" Para se i pérkufizojmé funksionin rigonometrik né bashkésing .ih._.j

¢ numeave reabt do 18 theksojme se gjatBsia ¢ ginrédo harku methor
gE & prené krahu i dyiE i kéndit prej vijés rrethore trigonometrike i fig 1
korenspondon njé dhe vetém njE numér real, dbe anasjelltas,

Pér kiité qellim shfrytzobet njésia matése e gatésisé pér kéndin, d.m.th. radiani

Nése krahu 18vizes i kindit, numri matSs i t€ cilit 8shig x rad, ¢ prené vijén rrethore o pikin
P.hig. 1, atéheré gjatésia e harkut 8shté x, pasi rrezja e vijés rrethore Esht€ ¢ barabantE me 1.
Prej ketu vijon se gdo numri real  mund ti shogérabet pike e vetme P te ¢ cila krabu i dyté
prej kéndit e prené vijén rrethore irigonometrike.

Prandaj ¢ kemi ket

" Funksioni ¥ =J{x) i pérkufizuar né bashkising 1, i cili ¢ ka vetiné q€ pérgdo x € D,
ekziston numdar T, T+ Qachtu g (x £ The [ dhe iz = T) = Fix) quhet funksion
periodik me periods T.

Funksionet trigonometrike ¥ = siny dhe y = cosx jané periodike me period2 21, kurse
funksionet ¥ = figxr dhe y = cigx jané periodike me periodé .

Funksionet periodike sinx dhe cosc jang edhe numeaté: 47 ; 2607, ..., por numri 20 qu-
het periodé themelore e funksionit y = sinx dhe ¥ = cosx.



!E" Vizato grafikun e funksionit:

a} ¥ = sminz; b}y = cosx nd intervalin [0, 2x).

2 Cdo funksion mund t& parsgitet edhe analitikisht (né forme 2 formulés), tabelarisht dhe
grafikisht,

Vére zgjidhjen:
" &) Funksionin y = sinx do ta paragesim tabelarishi.

ol E|Z| 2|2 |25 3n|3n| |Tx| 5% |dx (3x | 5w | 7a | 10%
RN RN RN R
Jml.,'ﬁﬁlﬂﬂluiﬁﬂ.ﬁﬁ i,

222 a2 2 Al a2l T 2 2| T

' GjatE paragitjes grafike dubet pasur parasysh se argumenti real #shté paragitur né radiang,
fig. 2.

Pasi & rod=3,14, pra | 8shté praférsisht i barabarts me z dmth. = w1,

_— 3 3

& 4 3 & Im
1T 222 = 2=mmm - .
6 4 3 2 3 4 3
=] 4
fig. 2
“ ME tutje pér shkak t& vizatimit praktik dhe & shpejté, geafikon®t ¢ funksioneve
y=xzinx dhe y=cosr dot'i vizatojmé me pika karakteristike 1 funksbondt, d.m.th.
pikal né i ¢ilat funksioni ka zero, minimum dhe maksimum, fig. 3.
NEAE:
x 2 | * |32 x Ix c
sinc|0f 1|0 |40 ¥
1
x ix A i
x |0 E o T 2 e
cosx| 1| @ f-1 |0 [1 R il N




m Pasl sin(%+;]—m#. domething grafikon e fimbsionit 3= coer mand s vizatnjmit

x
mshtu o prafikun e funksionit y = ginx do @ zhvendosim plir E majis.

Funksioni ¥ = sinx i kn kétn vees:

1* Prej pérkufizimit & funskionit trigonometrik vijon funksioni ¥ = sinx é&hié pérkufizear
pEr pdo numEr real, dmaih, x € [-oo, o),

2* Punksioni = sinx EshE | kafizuer, dmth. -] S sines 1.

3* Funkslonl y = xinx eshid funk=ion periodik me periodén 240 domeh,
tinx + 2k7) = sinx, k=0,%1, %2, ..

4* Prej vetisé sin(-x) = -sinx vijon s funksioni = sinx Eehtd ek, pra grafiko it Eshi
simetrik né lidhje me fillimin ¢ koordmatave,

5 FZero tf funksionit {vlerat & argumentii pér i ciléi sinz = {0 japé x = LT
k=0, +], 42

6" Funiksioni = sint ks maksimum y__ =1, pés x=%+2.l:.t,pui sfn[%+1tx ]=|1

k=0 %1,42, ...

T7* Funksioni y = sinx ko minimum y__ = -1, pér :=%+Iﬂr, pasi

s:‘n[.%-+1k: ]=—I, k=0%1,42 _
B Kujoha: funksioni simus o8 intervalin prej (0, 22 mritet nd kusdrantin 1 dbe 1V, krss
pastaj evogelohet ni kusdrintin 1] dhe L.

Funksioni y = sfnx monotonisht el nése 15[—%+1t=;§+1k:]. ke L lors
. 5 K" |
monatanisht Fvogélobel nise xE(E+Hl;T+HI]. ke L

g Funkstoni ¥ = cosx, | ka k#to veti

1* Funksioni ¥ = cosx &shié perkufizuar pér ¢do numér real, d.mth. r € (-==, o).
2* Funksioni ¥ = cosx &shté | kuflmar, dmth, -1 < cosx = 1.
¥ Funksini y=cosx dshié perfodik, me periodén 27, d.m.th..

comn(x + 2k} = cosx, k=0, %]

Past coxi-x) = cosx, domethéng funksioni v = cosx &shid cift, dm.th. grafiku i tij
Pahité simetrik né Lidkje me boshtin y.

L3



nl prerjen & boshtit x dmth cose = () pér

i‘leEﬂuﬂy—emh-lHnmp ‘l'pEr.t I.l'.l..k 0 x1, 42, .., dmih
2E [wn-2K 0, 2x 4x, ..}

7" Funksiomi y = cokr ka minimam, y_ =-1 ks r=(2k+ 1)x,
k=041, 42, .., dmnth, € {..-3% -8 X IL, ..}

§° Funksioni y = cosxy monotonisht zvogglohet nése x = (2kr, £+ 24n), ke &, lourse
monotonisht mitet nése T e (2hr- 1 2km), ke
Grafikonit & fimksioneve = sinx dhe v = cose né intervalin (—=o, o] do Ui vizatojm#
gahtu g gratiku @ cil) eshie ne ntervalin (0, 2@} & shvendogim se gdo innerval me gisss)

Grafiku | funksionit ¥ = cosy qubet kovinpsoida
fig 4
E Cirafiku dhe vetité & funksionit p= fpx dhe v = eigx. &
Funksioni irigonometrik y = fgx éshié prkufizuar pér £+ 2 +kX, ke Z. Puksioni
¥ = fgx gshif periodik me periodé & 06 iw vizatogmit grafikun e tij, mnfion @ vizeiojme
" I
grafikun né intervalin prej “q deri 7 kurse pastaj e zhvendosim tranalativeshi pér
gintidisnd ¢ periodés népér boshtin x.
Funksionin ¥ = fgx do o paragesim tabelanshe

po3

=

I
B | =




Grafiku i funksionit v = fgx qubet tangensoida dhe Eshitd paragitur né fig. 5.,

.iI.J,. i i
i 1=I'IEJ:' i
: o |
5z i
I 4 9 { .
3x X anddm Sx ) i
2 2 417 3 Fl
=14 i H
. i i
fig. §

“ Furasivni y = efgn. Eshtd perkufizuar pér oumeat reald x 2 k%, k€ T, Ai Sshi# periodik
X, grafikua e vizatojmé né intervalin (0, &), kurse pastaj e zhvendosim per gjatésing e
rerindis nepdér boshtin x,

Fuaksionin y = cfg ¢ do ta paranesim tabelaright,

5 ¥ = clgx .
= i
2 -xi 3 i
I Eaix m 3mn:
H 3 47 3 1 ]
| " |
fig. 6



Vire, funksioni y = fgx &shté i pavijueshém ng pikat e boshtit x, .:=-';—+J:.t.hnr:
¥ = tgx i vijueshim né pikat x = kx, k€ Z. Grafiku i funksionit y = tgx quhet
tangensolda, kurse i funksionit ¥ = cigr, kotangensoida.
Vetith ¢ funksionit y = fex.

1* Funksioni y = igx Eshié perkufizuar pér gdo numér real .t#%+hl-‘. ke I

F* Funksioni éshté | pakufizuar, d.m.th. -eo < fgx < 4o,

3* Funksioni &shi perbodik, me periodé @, dmth. fe(r + kx) = rex, ke .

4* Pasi fg{-r) = -fgr, domethéng finksioni v = fex Echié tek.

5 ZFeroté e funksionit jang x=kx, ke & dmth xe {270, 2% 4%, ..}

6" Funksioni y=igx rritet n intervalin (oo, +ee).

T* Drejizat .r=%+t.ﬂ.‘, ke & jant asimpiotat veriikale t§ tangensoidés.
Vetité ¢ funksionit ¥ = ofgr,

1°* Funksioni y = cfgx &shté perkufizuar pér ¢do numér real x 2 k1, k=0,%1, ...

2* Funksioni &shiz | pakufizear, d.m.th, -s < cfge < +eo.

3 Funksioni éshté periodik, me periodén & dm.th. cigix + kx) = cigr, ke Z.

4° Funksioni &shté tek, d.m.th, cfg(-x) = -cigx.

& Zeroté e funksionit jané dhéné me barazimet x={2.t+]}%, k=041, ...

6 Funksioni y = cigx zvogElohet né intervalin (-so, +oo).

T* Drejidzat x =A&p, ke Z jané asimptotat vertikale t& kotangensoidés.

EI Funkesioni y = sinx &shi i kufizuar, dm.th., -1 £ sire S 1, edhe finksioni
¥ = agirix Eshté 1 kufizuar, dmth, -|o| S asiix 5 ||, 9 € R. E ojéjta vien edhe
pér funksionin ¥ = acosx, dmth, -|a| = cosx £ |a |, Grafiky i funksionit ¥ = asing
dhe ¥ = acosc gienden ndermjet drejtezave ¥ = a dhe ¥ = -a.
Mumri @ qubet amplituda & funksioneve,

[ Vizato grafikun e funksioneve:

a)y =25, B ,r=%w.s.¢', ) ¥ = -2CO8x.



a) Cernfikun e fumkssonit p = 25y do 1a vizs-
lopmE né kEE mEnyre:

1° E vizatojmé grafilun y = simy:

2° E vazatoymé grafikun y = 2yinx, ashiu g8

wrplitucis ¢ grafiku paraprak ¢ zmadhioj-
med dy heré, fig. 1.

1
b) Gerafikun & fimksionit Jl'-il:ﬂ'.'l.: do ta vizatojme né kEé mEnyrd:

1* E vizntojmé prafikun y = cogx; b),c) Fa ymd
L I A ey g
TE"'IEIIEI]TI'I-EE[B]M j:lml‘ﬁ}m _I,‘ | i 2inE x
2 L, i Gttt s - 'rﬁ- -E_.,___._
g€ amplitnddn & grafikutl paraprak e ok
ZvouEloimé dy heré,

-
¢) Funksioni y = -2eoxy Eshié vizstunr -;
ushiu q& amplituda e funksionit themelor
V= cosy Bshté shumizuar me -2 H

Ez‘;.« Grafikisht paragiti funksionet

|
::IJ-'FEH'TII: bl p=-deinx; o) y=2oome ) =---;-rm.t

Eth'muJ ¥ =gin(x + ) ka veti tf njfjia 1%, 2* dhe 3* sikurse funksionl v = sinx
Zerot e funksionit percakiohen me 2gjidhjen e barazimit £+ c= kT ke Z.

Maksimumin e funksionit ¢ fitojmé prej barazimit .r+:'-%+2t#.ki Z.

Minimumin ¢ funksionit e fitojme prej barazimit 1+:=%+HI,#E A

| Grafiku i funksionit = sin(x + €) mund 1 konstruktobet me ndibmén e grafikul 18
funksionit y = sinx, me zhvendosjen paralele 18 18 npéjtit majins pitr vierdn e nése
o> 0, oz dinthtas nése ¢ < 0.

Eﬁ'};- Cirnfikisht paragite funksionin:

= %i; E ; ] —E
I}}'—ﬂﬂ[.t'-l-n]. by ¥ lm.;[x 3].

=



8) E vizatojmé grafikun ¢ funksionit y = ginx, kurse pastnj me zhvendosjen paralels 18 i)
gmﬁh:lnipil% majtas [c=%:ﬂ] fitohet grafiku i funksionit y=n‘n[:+%].ﬁg.3

wo= g [ |.=|

fig. 3
Numri ¢ tregon pér sa duhet t& zhvendoset grafiku i funksionit y = simr, népér boshtin
X. Zhvendosja e kétillé quhet zhvendosja ¢ fazks. PEr sa duhet i zhvendosst grafiku, ajo
né realitet &shté zgjidhja ¢ barazimit x + ¢ = 0, dmih =

T T
NE rastin ¢ dhéné I+E'ﬂ,d.m.th. :---E- Eshté faza fillestare.

by Grafikun & ﬁnlr.aim-.ilr=2ms[x- ;] do ta vizstojmé me zhvendospen e grafikat 2

I
¢ fimksionit y=2eosx plr 3 djativtas, pasi prej .I—%=ﬂ1n',jl:rr| .r=§ Eshtf faza fTllestare,

fig. 4,

B::- Vizuio grafikun e funksioneve:

. g 3 T
!JJ-T='"1.'FHI[I--3-]. h],}l—ic'm[.r.+i]



Detyra
Grafikisht paragiti funksionet:

@-}y-wﬂm: by y= %:hx: t}r=-%mn". gl ¥ = Jcosz.
k1 X
@ o) ¥= ms[:-l-I]; b} }-=sm[x+:]-,

e) ?'W'F[-H'%]: ) T"-’ﬂ-’[x'%}

1. ir 3 ix
@ a) FEEJ‘H[I-‘T]E b) F‘*EM[I‘T]-

* Funksioni y = sinbox i ka kéto veti:

1% I pErkufizuar S=hid pér ¢do memdr real x.
2* Funksiond éshi# i kafizuar, dm.th. -1 < sinbx < 1.

3* Funksioni y = sinhx &shi periedik me periodén %,pui si'ub{.t+-?—]=

=ﬂn[ﬁ:+b~% = gin{bx+2x).

4* Punksioni &shté tek, pasi sin(-bx) = -sinbx,
5 Zerot e funksionit i fitojmé prej barazimit: sinbx =0 pér bx = kx, dm.th

p!r.t-%, k=0,£1,£2, ...
6" Maksimumin ¢ fitojmé prej barazimit: sinbe= 1 pér .!Il.'-%-l-ﬂ:l', d.m.th.
iIf=
ﬂr #=E[E+HF], k=0, x], £2, ..
7* Minimumin ¢ fitojmé prej barazimit: sinbx = -1 pér .!II-T-#EL'E, d.m.th.

pﬁ::é[i‘-ﬂb ﬂ:] k=0,41,42, ..

ot



o
3
#) Cenfikun ¢ fanksionit ;-%.ﬁh do b virstoimd né kéné mémyTi
1. E vigmojesd grafikun ¢ funksionit y = sinx

2. E virmojmé grafikun ¢ lunkuonst ?";"L

%- Vizato grafikun e funksioneve: “In-aiﬂlh; b) ¥y=gin

3. Penods e funkssoni r-%lhlr éxhig 17'-:.
Domethéné, né hdkje me si-
musoibén, grafiku i fumksiomi

r-%ﬁl‘ #ahig 0 ngje-

shur™ né drejiim t# boshiit x,
d.m.th. njé periodé ¢ sinu-
soidés (0, 2x) do @ jetd e
ngjeshur™ né intervalin (0,
), Ag. 1.

E Vizato grafikun ¢ funksioneve .]_yﬂlﬂwi; I-]_r--%cﬂt
Vére sgfidhjon:

o ) Grafikun o funksioni r-luli do i vislojmt ot ki mbuyvd

1. E vizaiojmé grafilkun ¢ funksionn v = coxx.

1. E virmtojmé grafilam v = Jeosx 3, Periods ¢ funksiondt éshué -?-ll.

Dometbéng, od lidje me funksionin y = Zeoxx grafiku do 1€ jeté i sgjatur™ pé drejtim 18
bosktit £, dm th periods (0, 2) ¢ kosinusoidés do 12 jetd ¢ zgjatur né imtervalin (0, 47),
fig 2




Vetitd e funkaioniy y = Zeov = jani

2
I*Dixe R 2 Viya 2,2 3 Funksioni Sshté cift, pusi
ln-[—;]-‘hni #y=Operx=n+dhm, ke L. & y_=2pir
s=4ix ka T @y =-lpirx=18+4kx ke L T Funksioni éahil
penodi me perioddn 4x
Detyra
Viesto grofikun & funksioneve:

@ wy=sinds; wy=sin3i oy=2sin; gy=-2snde

2
2) a1y

g,

-fﬂﬂﬂ h = -.£+ -'Eu E: -_E L,
"y m3 )y !m!! gy Il-'r:lﬂ:

© Funkesioni p = axim(hx = ), mumd o shiruhes né kisd formé
(3
¥ Iﬂlﬁ[:+h].
o Numri a @ cakion ampliveden e funksionde.
¢ Numri b e cakion frekuencén (dendésing), d.m.th. periodén e finksionis,

x
Tb.

" Shpeehja b + ¢ qubet fuua ¢ funknionit 1 dhéné. Viers ¢ luks plr x =0, Zshi® numri
¢ i cih gquber s fillesiars,

v m%um.u

Sipas grafikul & funksionit y = asin{bx + ¢} do w vieatoyme oé ki ményrd
L. E vizatojm@ grafikun e funksionit p = simx.
1. E vizstojmé grfikun e funksionit y = asinbx, ashiu gf periodén (0, 290 e simsoidés

shvendosim (. ngjeshim'* ose e zgjasim'") né periodén [m 3;.'.]

3. E virsjmé graliien m;-lﬂ[l-r%}-hql’:ﬂmpmitl



sovendosis nipir boshtin 1 pir vierst ¢ E.*ﬁfau,umﬂu Ecu_

4. Amplimedén ¢ funksionm paraprsh ¢ rmadhoymé, ¢ rveplicimd a beré

E?r' Vizato grafikun o funksioneve:
@ j-lﬂ[l‘l-ﬂr%} b ,..%m[zx-E],

Vére rgfidbjem:
1. B visstogmé grafilem c fumkstonit ¥ = sinx.
2. 1 vizstojmE grafikun ¢ funksionit j = sinlx, sshiu gf periodén (0, 21 & sinosdls o
nigjeshim®* né periodén prej (0, m.

i Erﬂujﬂmiﬂﬁhhﬂly'llﬂz[l+%].uhﬂﬂﬂMtM

F—h-ir—hh.&% ——

i, Vire a=|.
Cirafiku | fimdoannn o dhind Subsd parsgitor of g 1.

ﬂﬁm'“ I-il'H[%-l-%]: ["1#-%.:-%] ‘h:
© @=3, domethéné grafikn Sshié ndémmjet drejiémve y = 3 dhe y =3
' Periods & funksionil gshié T = 413

Zhvendonjs o luzés Sshié %.%.



Grafilkun ¢ funkssonit 12 dhéné do ta vizstojmé né ki ményr
1. E vizsmiojmé grafikun ¢ funksionil y = ooz

2. E viestojmé grafikun ¢ funksioni y=m§.-hqﬁpﬂumqlmn
imtervalin (0, 28) & _sgjasim™ nd intervalin (0, 43).

3. E vizatojmé grafikun ¢ funksionit r-m[ ]mqw-ﬂmﬂmm
shvendosim pér . (rivendoje fasore) majtas.

4, Grafikisn ¢ kérkuar 1# funksionit y=3m[~;-+§] ¢ fitufen shey qf wmplitdén e

mmadhojmé pér 3 herd, Cirafiku éshsé parngitur ni fig.2.

- Grafiku i gdo femksson: mrnd 1 viestohet edbe me cabtimin @ pikave karakienstike &
fimnkssonst, d m th. me cakitmin ¢ zerove o fimksionit, 1 pikave ku funksioni ka mdmam,
périatdunhe mak simam

 Pér funksionin _r-nh[h-r%) kem:

Zeroy =1k [man: =1 | miaz y=-1:

h+i-.t.-r ke L ll'1¢+..=n+m ka I.: 1;+i-u1—+2h,ts x

- w-i-l-----dl - -i- 1 - -1-|E

ot AL 2 Y T | =@ F=
.". e L lpwi xuis,

el U e Edal BT
N S

h“" L= ‘I.. 1 -t I: - I I. X u-



Grafiku i funkstondt &shig paragitur né fig. 3.

1: Zeroté jané IE{——.—.—.-.- ;
25 L 2

ry 4
2.y s 1_}
Yoo :-'-pér.ti{ '3

Sr 3w
3y =-3 pﬁ'-I'E{ T1Tr---}-

Grafiku i funksionit 8sht? paragitur né fig 4.

Ireryra
Viemty grafikun e funksioneve:
x 4r &
@ a) ¥ L‘EI.I[EI—I], ) _'P—.T-!.H[?"?}
@ a) I-EM[II+§]; b} :P=—%Hn[2.r—%]_



Numrin o e smadhopmé (nése o > 0), & zvopslojmé (nése o < 0) ordinatwt ¢ gdo pike prej
prafikut 18 finksiondt ¥ = asie(bz + ©) ose p = geos(bx + ¢},

Ciraflk visstoliet ashitu g@ gafikon e Noksionit p = asii(fia + ¢) ose

= acas(hx + ¢) o shvendosim plir vlerdn ¢ o nipér boshtin ¥ larté nése

d > 0, poshil nése o < 0,

ﬁ} Vizato grafikun o funksioneve:
n) ja%.ﬂ‘ﬂﬂ-!; b) ¥=-2eosx + |,

Vilre aggficllyfeu:
6] 1. E visatojmd grafikun v = sinn

2. E vizmojmé grafilun r-%i“.
3. d=1, pra grafikun paraprak ¢ rhvendosim pér 2 njésl néplr hoshtin ¥ lard, fig |

P e L s

S

[ & E L 2 o

__________

I e Rl e i S R e e o e R Y T O L




[i:) Vizato grafikun e funksioneve: a) _'|-'=§.ﬂ.ﬂ1l'-|; b)y = Jeosx - 1.
[:1}' Vizato grafikun e funksioneve: a) vy =sin2x - 1; b) y=im.:§+%
Viire zgfidhfen:
&) E vizatojmd grafilun e funksionit y= sin2r, kurse pastaj grafikun vertiknlishi e zhvendosim
pér d=-1,{fig 3).

fig. 3
o

b) E vizatojmé grafikun e funksionii r=2m!1

, leurse. pastaj népér boshtin y , lanté e

shvendosim pér o -Ié ,fig. 4.

@S" Vizato grafikun e funksioneve: a) ywiafn%—l; b)y = -nos2r - 1.

EE‘» Viento grafilun @ fenksiopeve:

x 3 T
u) _r—!sin[lﬁ;]—l. b !—Eﬂ'ﬂa‘[:r;J—l



Vére sgjicthjen:
A Vire =2 b=2; c-% dhe d=-1,
2
Periodn & funkslonit Sshid r-T-:.
: Mmm%-%.
Girafikum e fumksionit do ta vizsiogmé ol ket mémyTe

1. E vizstojmé grafilom ¢ funksionst y = sinx.
L E vimogmé grafikn = fonksions y = sinls

3. E viraogned grafikun ¢ funksionit ;-.ﬁl[lir-:-].
4, E vizmojme grafikun ¢ funksionit y =1mr:[:+%].

8. E vimiiojr grafikus e nmﬁu&;-hiﬂ[r+5}l.

b) E vizntojmé grafikoem e funksionit ¥ -;m[:—% ]. e nedshimen ¢ grafiloar 18 funkosions

,.:%m:,uﬂ..u.-—p E djatitns. Cirnfilom ¢ asillE o5 fbar ¢ thvendusin

nipés boshtin ypér o = -1 posbii.
Grafikun ¢ funksbonit vizastoye vet



Detyra
Grafikiht parmsgm (unksioocs

@ aiy=-2uimx+1; ®) J-%m:—l_

® y=3sinl-1; by=-Zeace+ 1l

@ :r-*—%h[l:—%]tl; " "1""[5'%)"-

© Per vierat ¢ tunksoneve trigonometrike pesj 30°, 60F, 45

- Pér pérkufinimin ¢ funksoncve mponometrike prej kéndi 1f nguheé né trekéndéshin
- Kéndel me krahé reciprokoshit paralele jané 12 barshané ose suplementap.

S| jani kéndet me krah# reciprokisht normal.

© sin{-a)=yina, cos(-0)=ros

Duinethéng, barasia shié ¢ skt
Pér sinwisin diie koskousin prej shumés dhe ndryshimit 1@ dy kéndeve vien kjo

Virtetiml. Le 1@ joné & dhe [ kénde géndrore nd vijin rrethore trigonometrike, 8 cilt muk
kané fushé 1€ brendshme té pérbashke, por kai# krall 1 pirbashis OF dhe rmeze OM =1

&)



Konstrukiogemé MY 1| OF, Md L OX, NF L OX dhe r'l-
NC L MaA.

Sipas péviofirmmn of samusat prej cfarfdo kindi vijon
nﬂ#*ﬂ]*ﬂﬁ‘ﬂﬂ'*fﬂ*ﬂﬂ‘fﬂl.
|-EA NEB .

fe—

NB L —
© Prej ADBN vijon ﬂHE=E=h-r'rd.m-ﬂl- N = 0N sine . fig, 1

Pes AONM vijon mﬁ-%.m cos fi=0N , pasi OM =1.

Ngn i dy barasité vijon NI = cos  sina .
ﬁ”ﬂ'=ﬂﬁ“ﬂhﬂuﬁ}.

Prej AMCN vigonm mn=%+dnn WC = NN cosar.

MY — i
* Prej ADNM vijon mﬁ-a—ywﬂﬁ.m MC = sin fcosa .

Prandaj sin(a + J) = MC + NB = sinfloosa + conflaine, dm.th.

ﬂ}mwamw
O 7%, B sml0F, o) sin240,
Vire agfidhjen:
u) 2in 75" = sin{ 45" + WF) = 5indFcoa30® + pindPoosdd =
u"-wﬁ Iu"- 2
T {J’.i 1),

Teoremén cos@ + f) = covmeosf - :ﬁuupmu,ut#m
slkurae teoremEn paraprike.

Teoreman e npisié do 1a vénewjmé duke shirndner veuné ¢ kindeve bomplementare,
dmth prej -[%--ﬂ!)-ﬂlj:-i corla + Bb) = m[%-[u.pj}]-

= e




%Hjnm:qm‘.m b canl0¥, ) ol 50°

Ve rgfidijen:
0 b)) ool 0F = con(60F + 45°) = corblFrosdd* - sinbPrisd s =

Virtetimi. Pusi vin(-a) = -sine, cos(-a) = cose, kemi sinle - §) = sinja + (-ffi]= =
sinceeos(-[) + sim-Bleosa = sinvwcosf « sinfleoss
© Teoremen e dyiE vEritoje vet.

% Cakto vlerdn ¢ sin] 3 dhe cos] 5°, pa plidonimin ¢ kalkulsiori.

Vire mgiiciyjion:
i) il 8* = sinfd5* - 30°) = wind5cond30" - sind0Frosd§* =

O —

% Viaien,

a) sinl |80° - @) = sima. b}tﬂl[%-&ﬂ]--ﬂnﬂ';

<) ﬁ;[:’_:._.#] = ﬂ%rmnvmﬂm:l'?‘ = (=] Jooser - pinex - 0 = -powe.,

(8> Niehor o) sinfer + ) hhm-tmmmmmq-%.m;-r;—.
0 <, < 90



Viire rg ol fewn:

a) Pasi sin{e + ) = sinccosf | sinfeose, dubet & njclsubet cosar die sinfd. Prej
varésive themelore rigonometrike, kemi.

FHE=*J|1-EI'H1E'-J1—[1]. = ||1_1=J§=£
2 4 4 12
NE 1€ nj&jién mEnyré njchsohet sfn,ﬂ'-.,fl-ms:ﬂ=;.

Prandaj sin(ct + f) = 11%+%%=%{3+4‘-E]

D’ Njehso: a) cos(ee+ ), b) sim{ex - §) ako sinee -% dhe sin i = -% Turse

ix

x
z-:rn:ar dhe xc:,ﬂ{?.

Vére zgpidhfen:
) Duhet t& njehsohet cosat dhe cosfl. Pasi cos < 0 né kuadrantin e treté kemi

cosa=—v1-sin"a =—[1- S E—:-E,ngjubﬁm msﬂ=—£-
\l 5 25 5 3

cos(@ + ) = cosacosf - sinasing = [-%}[-%}—%-[—%]=%{IJ§+E}.

[i} Thieshto shprehjen:
a) sin55°5inb5" - 5in25°5in35% b) cosT0PcosT5* + cos2(Peass®.
Vére zgfidhjen:

a) Pasi 5in55° = gin(90° - 35°) = pos35° dhe 5in65° = cos25°, kemi:
Fin33°sinb3* - 5in25°%in35" = cos35°cos25" - Fin25°%5iR3S =
= gop(35° + 25°) = posblP = %
[ﬁ:‘) Weérteto identitetet:
) S(30° - ) + S 30° + Q) = cosd, b)) cos(0 + &) + cos(60” - &) = cosCL
Viire zgfidifen:
a) zin(30° - o) + sim(I0P + ) = sin3Prosa - sinccos30P + sindPoosa + sinticos 0P =

= ZsinIFooac = 2 + lu..uﬂ— TR



Detyra
@ Nichso couler - [). nése shil sina = ':'.Ii#*‘i- (@ dbe ff jané kénde 1€ ngushig).

(3) Nichso sintax + ). nése sina = ;.mﬁ- -E (cx e 3 jad ke 18 nipushic).
12 x ir

@ Njehso cona - J), axo cosa = 0,96, sinfl = T ""[T']‘ e [szr}

i

Cakio sins, nése a+ = 607, cosf = .

Thjeshoji shprebjet:
@ u) min20°cos10° + win]0Fcos20F; b) cosdS cos2s” - sind S xin25".
(8) sinlax + 159)sin(a - 15 + cos{a + 15cos(a - 15,

in 20° cos 40° - sin 40" coy 207
cox 78" cos 75" = con 5" e 15"

e
() cos(a- B) - cosla + P) = Leincwrinfl
(@) cos(a- ) - costa + f) = cos'a - sin'fh

-..‘_.H . b
sind cosa ash m
I | ﬂ‘l-—n—: —— . m"-"—"' .I#‘ﬂ.
» co8 i xinex c+d £ .8
& P vierst ¢ funksloneve trigonometrike m m
prej 30%, 45", 60%. B rgl-a) = g, ctp(-a) = g




@ Pér tangensin prej shumés dhe ndryshimit i€ dy kéndeve vien kjo

sin{a+ )  singreos fi + sin feose
Ertetimi: = = :
v gla+p) cos{a+ §) covacos f - sing sin §
© Numéruesin dhe eméruesin e ppesétojmé me cosdt - cosf,
Hﬂﬂ:‘-ﬂ.i‘,ﬂ'_l_n'ﬂﬂm:ﬂ'
cosgrces i cosaoos B ga+igf
cosatcos 8 singsinl |- ipargf
coxucos f cosaeos §
© Pjesén e dyté 18 teoremés vérteioje vet duke e shiryiézuar veting fg(=) = -8l
@p Cakto vierst e a) (g105%  b)agls™ e ggl3se
Vére zgjidhjen:

105 = pp(45° + 607) =

45" + rp6lr l+-ﬁ ==(243)
I—1gd45" g6  1-v3

Eﬁiujﬂm 1) 1g(60" - ), nése r:aga—i; b) fg{45° + @), nése .ﬁnn:%.
Vére zgfidhjen:
b ma:Jl-ﬂn’ﬂu%. ket .rgn=#hpn

5
wlis i) 88w o
f 1-1g45" 19 1__% ‘

3
Pér kotangensin prej shumés dhe ndryshimit 18 dy kéndeve vien kjo




] Vertetimi £5ivE identik me vErletimin & teoreméEs paraprke.

Té njjién tenrema dn ta vértetnjme

a) duke e shirytémar veting e kindeve komplementare, d.m.th. prej efg(90° - @) = fga,
kemi;

cigia + f) = g|90° - (@ + B)] = 1g](90"- @) - ] =
1
_ctga—tgf " cgh _ etgacyf-
I +etga-1gff b epaegh
R B

b Duke e shfrytBruar barasimé cfgd nmia (vErbeboje vet)

g o0 —a)-1gf
1+1g(00" —ax).rg B -

clgi

(> cakto: w15 byew?ss cjegdso,

Wire ppyiotf e
clgdSFegdr =1 1..3=1
b) cg?st = ciglds + 30 = Ao =B =2-43
VErieio s

n) fg(w- o) = iper, B r!.u[%r-n] =¢iga; €) ﬂg[%+d) = _jga,

Vére gfidijen;

gr—iga O-mga _

I +igm-tg@  1+0 igax e,

[:g:- Njehso fg{ee+ f), nése tgu=-£— dhe n'ﬂﬂn% (e, [ jank kénde 1 pgushia),
Vére zgfidlfon:

' Pir njehsimin e shprehjes nevoitet g, pérkusésisht cosf,

-
_ ﬁ 7 9 [576 24
cosf=fi—zin f = fi-| L =JI——=|||—=—4m:jku
s i [25] 625 Ve2s 25

_3inf
g d i)

ajiglx-al=

—%  Fa vierén o abprehjes, kooi:

AL~ R

1.7 19

]! L o
. rg:r+|gE . 38
LG e s i



[-E‘.‘l- Njehso vierén e shprehjes cigl(a - B), niss Sshtd dhind cigd = 2 dhe
24
Mﬁ:E (@, B jané kénde t& ngushif).

Thieshto o 182-1gf  tgatigh
E?'} shpeehjen w(@-p) 1gla+f)

[!‘,3" Virteto identitetin: ]+:gﬂ'-rgﬁ=H-

Ve vértedimnia
singe sinf cosaeon f+sinasin _ eos{a— )
coser m:ﬁ cosarcos i ~ coracos f§

l+iga-rgf=1+

EII}..: Viéreto identitetin: l:tgﬂ'd-:'!‘g'ﬂ'-:ﬁ .
Detyra

@ Njehao tg(a - f), nése EJ.HE-%.ME : (&, P janE kénde i€ ngushiz).

(2) Njehso vierén e fgar, nése rg(a- 45%) =2.

| - ipa+igh  tga-1gf
@ |l.1i|a_nm-ﬂ1prﬂtlmi}¥ﬂﬂ+m tela - B ]':.g{a+.ﬂ] gla-g)
VErtetoji identitebet:

igf+1 x
2 =—fpa . s @ - fFu
@ ef-1 # ﬂ--ﬂ-

@) 9 0ga+ 1Xwh+ =2, a+f= T b)(ciga-1xerg-1)=2, a+p=

a:ra

Kufeodu!

Provo sakiéging e baragive: a} sinder =2sinccosa

a) sim2 e =Lsinog b) cosdo = 2cosn b} cosda = cos’x - sin'e.
plr 0= 30 dbe o = 45" pér &= 307 dhe = 60,
Viéire zgjidhjen:

) 5in(2 - 30°) = 2sin30° - casI0r = 2-%-%:% ane ¥=%

[=



Pér funksionet trigonometrike prej kindit i dyfishié vien kjo:

Virctiml sinda = sin{@ + @) = sintrosa + sindcosa = Ljndcosd

- = umgw g
wla = g+ a) gaigs =T

» Ngjashém wirtetohet edbe plr cos2ar dhe crglo

13> Niehao: a)cosiacn ) sin2e, ntse cona = 3
ﬂuhmﬂnn-%: q]m!i:l-um-?.
Vére agfidhjen;
-]milm'-ml-iﬂ'-umam’ﬂ'-%-%--%_
A A D
" e ek S i
¢} oz = -.ﬂlﬂ--z—.."" o 3,.”:“."_% [-l "E
3
F'mewmmmﬁ:m
Vire pirgfigien:
=t a a @ a -
@ Eni=gind — = xin— - con | Jeg = ey’ S -1
22 maee—a; gagan—3—.
[ t'ﬂ.'lﬂ"-l‘."ﬂ’i -JIH'!E: I-ul-i mli

[£5> Zbuo veoremin pir shprebiet: sindar, nu%. Eia, cgda
Vére rgjidhjra;

¥ xinda@ = sinl-la = lsnla - coada = dnieGrosofcor'a - sin'a) =
= &gingcoscl] - Jsin'a).



b-‘l- Calow vienin e

3
a) vinla nésc simd = ii 0 < a <90

b) cosZa, nise m---‘f—.w:ac 180F,
Veére sgiichjen:

mxfl=gin"a = —.g—-:ti = Yylnmix - = .-Ini E
lllmt-ﬁinn I.H!'m “"’15:"5
hmmmhwum-mn
2iwin oo
2ainacaser ™
o - - Corg g
B shla=Jdeea s — g _EE‘E.,.ﬁE 1+1g'a
ca'a  cos'n
virictobet odbe coaddE 1-g's
e e

75> Pac pénkn cabetén (e alkulatorin). miehucs
u) 2ximlS%cox] 5% b) 2in22°30° - ninb 730"
Vére sgfihjent 5
| 1
w0} 2ind230 - LG = 3 * Lain22*30'c0622'30 = iliﬂ-tﬂ'!ﬂ'}' &
b Pa € péndor knfiuiascnn, myehssr
al cor'l5® - e TS b) cor'2lS - sin12 5.

8> Thjestuoli shorehier: 0) (1 + cosdaga, b) ———— 2

wa+l wa-=1
Viire agfieth jiu:
2 (]l * corlawpa = (vin'a + con'i + cor'l - Mg =
LT

- Jeofa . —— = sindaL
Ciod e

i8> Thicsheoji shprebjer. ) 2cas4S” + @cas(dS - €k b) cos’SO" - cor'dD.

| = cos 2ix + mim Max
b Yéreto identitatin: -
14 cow 2ex 4+ wim 20x

g

4



Viire agfidhyfen:

I = cas2ar + 5in2er _ sin' @ v cox’ o = cox’ @+ sin n'+#n‘.‘£r
corla+sinda AR @bcon @bcor c—sin @ aindd
Ilin‘n'-lrhhn:ﬂlﬂ Im(ﬂnﬂ'ircnnl sini

leor @+ 2siegcosa . Zeosalema+rsing) rosa 0
3
() mjeheo conzer, nise cosar= 3 S <a<iso.
(2) Njehso sin3cz, nise cosar=0,6; 270° < @ <360,
2y 7
(3) Pae pentor kalkulamorin njehse e
(4) Thieshtoji shprehjer
14 wilm 2 tﬂ.lﬂ'-mlﬂ'f 1 I
s ] P Atk ol + i
"Im-:-mu? j | —sin 2 9 ctga+1 ciga=1

I [ 1
@nuﬁum‘ﬂ;m‘;ujﬁmhﬂ_

snia+ pn’ @ deor’ @ =1
cos’ & — cos M S l!']I dxin' a .
. Veérteto identitetet:
o) B - oondl - cosd(® - cos10® = crgl0F
b} 16 cosBOP - cosbl® - cosdl® - cas20® = 1.

60"

1 1 1 1
I | = canblF = —i ls=®3:|= | dmih — = =
o a) WE | 3 2 ( ]’ m 2 "3

Pér funksionet rigonometrike preg giysmékindst vien kjo




Nése | mbledhim barazimet do 1 fitojmé

m’%-.ﬁu"%:cﬂsq
Icnr‘%-luun ose m%- “;"', Nése | szbresim barazimet

@ a : ’I-uur
lﬁl'in1--r—l_ l-:.lh-i- 3

Tt —
“.E,_j__ IrtJl-m"t.
R 1 +cosa 1+ cova

-1

Mbaj mend formulat

(2> Nistoo: a) sinl 5™, l}u-%; o) g5,

Vére rgjiethjen:
RPN = o
b""""‘“"" —-l-: nm:;_ b fga=3.
Vére sgfidiyjes: =
e B ot
Hlﬂgﬂﬂlﬂulnuﬂhﬁliﬂlm-i-%



B@- Hju.uq% .l-;-q%,- l}mﬂ'-%’—; h}ﬂg-% (0° < g < 90F),

Viére sgfidhjen:

« b emamiiras fi-2a1, nga froe, J; 2

NE memyré 12 mgymdume ¢ fitopmé cq--ﬁ

1+ coallr |- sinax
B> Tistuideiec 0 2T Tl
Viter sgficthfen:

1+ ros BF 1+ml!" 1 + cox BOF =
Zeos” ¥ Im’!:: I_IL:E;_E
|- sing _1-cos (90 -a) -
l+sing  14coal90 ~a)
nna sin® 35"
B}TM e eaa ml-m'll'
ﬂnﬂ'd-mﬂ l+in1u

mur-#m oos 2

"o ~a)=ag'a.

(1> vinew identitetin

Vilire agfidifen:

w l4sinda _sin’a+cos’ @+ 2sinacosa _ lsing +cosa) -
cos 2 cos’ @-sin"a@ (cosa - sina Moosa + wna)
nl.-ﬂl+nam
m.rn‘-url'nﬂ

SR+ g [ §

Véngw idenittetin,. ———— =g’ — .

b‘ AN = g o |
DPeryra

(1) Pa e pérdor kalkulatorin, njehwo: ) cos] 5% mm%; €) 1E67°30".

| TR e =41 -3
@M“?'mi"‘z'““m“ 25} b sina 3

® nnq‘—; dhe eu%.u- ciga=-14; 270° < @< 360",



(&) Thjeshuogi shpretiet: ) (1 + cou2a) - ngex mn-mm-m‘—;.
Verteton identitetet

AT - cosa + 1 i COEE — fnd + 1 i |

e — e . T — h e ——eee. T —_—
@ a3 T em——

sina @ l-cos@ @, lsina-sinla @&
. ’I-I- g 3 » sine "’1‘ n'll{nn-l-liulﬂ T3

m Njehso shumén sin75% + sinl 5",

Viére sygfidhjon:
" Duke | shfryiésusr tooreanat adicionsle, njehso
2inT5* = sin(45* + ) = sind Foosd0F + xindFoosd 5,
sin] 5 = sin(d5" - I0°) = sindFcasI0” - sinIlPoosd s,
Duske | mbledbur (& dy harasité. fitojmé

075" + ginl 5 = Leind S condlr = %

Domelhéng, shumén ¢ ijehioimé smhiu gf 212 ¢ tramiormopsd nd prodhim

Pronda) pér shumén dhe ndryshimin ¢ sinusit o dy kisdeve vijon

sin{ s+ y )= sin xcon y + sin yeos x
sin{x - y)= sinxcos y- sin ycos x.
Dule | mbledhor harssité, fitojmé
sinfx + y) + sinix = y) = Dnircecody,
=38

el gl arge v O
{l-r-.ﬂ :r-"—;E =




Duke i zbritur barasid fitojme
sinlx + ¥) - sin{x - ¥} = Zsinycoxr.

4+ -
Me mvéndisimine r+y=m r-y=f kemi x= ﬂ‘zﬂ. y= ﬂzﬁ

@ Trunsformofe né prodhim:
a) #in70" + gm0 b) xind0® - cosT0P; ) st TP + cosT0R
o) P XA 4 pind S Y |+ pine

Villre wgffolh foar:
¢ &) xinT0" + sind0=2sin

s dmth

707 + 20" o 0 =20
2 2
§) con2S® | sin25" = simG5" + 2in25° — ZeindSear20” = f7 cos20r.

E;‘:ﬁ- Nichso shumén cosl05° + cos] 5"
Vére zgfidhjen:
coy 105" = cos (60° + 45" )= cor 60 cos 45" - sin6" sind5"
conl 5" =cox (60" - 45 )= cos 60 cos 45" + sinb0" sin 45
Duke | mbledhur barasig;

=25indScax25= 3 cos?5e.

cos 5 + fax]5® = ZeaelhlPead§r = 2 — —— =27

Vire se shuma cas105" + cos] 5" mund 18 njchsohet doke e transformuar né prodhim.

Prandsj pér shumén dhe ndryshimin e kosinuséve prej dy kéndeve vien kjo

ViErtetiml. Sipas teoremave adicioanle, kemi:
cos(x+ y)=cos xcos y—sinxsin y
{m[.trﬂ-nmxmuﬂm.tm_f.
Duke § mbledhur barasitg, kemi:
cas(x + ) + cosx - y) = Zeosxeosy,



E) Transformaj né prodhim ket shprehje:
&) cos20® + cosd0P; b)) cosS0P - sin50°; ) | + cosc
Vére zgfidijen:
a) cos20°+cosdlr = 2eos

10'+4ﬂ“m1ﬂ"—4{]'

= 2oosI0Feos(-20¢) = f3 cos20e.

2 2
b} cox50° - ginS0° = cosS0P - uudﬂ'=-zmm';wmw;w=—ﬁms=.
B @ @ o
el +mﬂ—ﬂmﬂ'+m-lﬁmimi =2cm"E.

Eb‘ Transformaji né prodhim shprehjet:
a) sind(® + gin20°; b) cosS0® + cogTO"
o) 1 - cosa, §) 1+ cos2ex.

E} Transformoji né prodhim shprehjet:
s)igae+igh; b)rea-igh; o ciga+ogh; ) oga- crgh.
Vére zgjidhjen:
singg _ sinfi _ sincrcos f+ sin feosex _ sin(a+ B)

a) tga+1gfl=——+ =
g +gf cos@ cos cosacos i cosxcos §

b) & mnBnyr analoge edbe fgar—tg f = 22— B).
cos&cos
c) .tf!.n'.q.p;aﬁ'_mg _I,_m.lﬂ _ ﬂ"ﬁmﬂi'.i{ﬂﬂmﬂ _ n_p:iiﬂ-.f ﬂ:l
sing  sin § sindt sin § sincesin B’



¢) NE ményré analoge edhe cig@ =cigfl=———-——=

singg  sinfi zincesin
& Transformofi né prodhim shprehjet:
a) 1g25° + 135 b) cogl5® - cegdS®, <) 1gS0° - 1gl07 ) cig2S© + cig2F
Véire zgfidhjen:
- B“gzs.,ﬂﬂi,_m[zjuas*}: sin6l NE] .
cos 25 cos3S"  cos25 cos3S”  2cos2S cosdS
sin 30° V2
sinl5° sinds’  2sinlS"

b) Né ményra analoge edhe crg15° — crg45° =

(B> Thjeshtoji shprebie

5in37" —5inl9" cos 3 + cos o 050 —cos3a
cos37" cos19® ' sinder + sinex sing —sindg
Viére zgjidlyjen:
AT w1y AT —19"
. _ 2ros sin
» .}mu:ﬁ" sinl¥ _ 2 2 _ "'""“'=—.:un*-
cos 37 cos19° zﬂuﬁ’-i-l?’ . AT =19 3in 28" '
- 7 " 3
cos3a+cos  2cos 2acosa
b = .
T v re—
Formiulag:

:iﬂ:mﬁﬁ:rmhp&hminﬂnhahﬂthur:mﬁllmﬁﬂ:m
né prodhim.
Peivira
(1) Transformoji né prodhism shprehiet:
a) sinB0° + sin70° + gin20* + 5inl 0%, b) cos2a+ 2eosa + 1; p}%+mm

¢ 1-2cone d) 3 + 2e0sa; o) 1 - /7 sinee



@ Prown sakiésing e barasive:
a) cos 70" + sindlr = cox10P,  b) cos20® - sinS0" = ginl0".
(3) Virteto identitetet:
NIRE 4 cov i
sina —cosa

ciatl_ (45 -a).

=cigla—45"); 1) o

() Thieshioji shprehjer: a) | - cosexr + sinct, b) | + cosax + singe

Findx 4+ sin 2 + siner =
cos 3+ cos 2+ cos @

@‘U&mhﬁ:ﬁhﬁh

Vireto identitetet:

0 1 - sind¥ 4 cosdx
1 - sinar - cosar

tg Jer

i a b £in 3 + pin ¥ — sinda - sini it
’E:. lma‘ cos 2 + cos3a — cos A '

@V&mﬂfmﬁmm
a) ¥ = alnx dhe y = eosx kan® period® 21 ;
b) ¥ = igx dhe y=cigx kand periodé X

ME mésimin paraprak vErejiém se si shuma e tunksioneve trigonometrike transfanmobics
né prodhim.

Tani do ta shgyriojmé mastin e snasjelli? se si prodhimi | funksioneve trigonometrile

transformaohet né shumé,

Pér at# transformim vlen kjo




VErietimin do ta nxjerrim me ndihmin ¢ ieoremave adicionale, pérkatésisht;
{ﬂn{u+ﬂ]=:ml¥¢m,ﬂ + ain fevs o
sin{ee— B )= sind@cos § - sin ficosa
Me mbledhjen e t8 dy anéve 12 barazimeve, kemi;
sim{ax + ) + sin{o - f) = 13

imttcosf, d.m.th,

E o L R
LTI R

Pés ol tjerat, véretimin bje ver

[‘fa- Prodhimin:
a) simd5eos] 3% b) cosdFeasd0 ¢ sinG0enindS;
trunsformoje né shumé.
VEre sgfidhien
o ) sindS 15 =11[m{4:r' —15" }+ sin k45" + 11']]-.%[mmu'+mm*].

a) n’n’ﬂ=%ﬂ—m2ﬂ}; b m‘a=%ﬂ+m2ﬁ}.

L pintee = sintt - sing = %{mﬂﬂr—ﬂﬂ—m&ﬂﬂ?ﬁ%{l—mlﬂ'}.

%- Transformeii n& shumé két prodhime:
a} dopsBi coaS0 s in20°, b Fcoal Soxin20 v ind®,
Vire zgfichfen:
& &) d3in20Pcox50PoosBl® = dxin20" - -'i{mm- + coxl 30" =

= 2pin2(Pcos30" + 2ain20%cos ] 30P=
= —ginlle + zin50" - 5inl 10° + sinl 50" =

i
=gin | 0" + sinsP - gin70" + 5

8> Vretoji ientirenst
a) cowl(i@ + rcos(@ - x) = cox’a - sin'x;
b} 2sindowing + cos3@ = cusd;
) cow20P + Beln T sinS0Fsin 10" = Zxin' 80P,



Vire sgfidbfea:
' e) con2{ + RelnTPsinS0Psin 1 0° = cos20P + d2inT0P(cosdlP - cosb(F) =
= pog (P + dginTPoosdlP - 2sinle =
= oo d 0P + N gin3lP + sinl 10F) - 2oos2 (P =
= |+ 25l 10F - cos2(P = 1| 4+ 2eosdPeos20° =
= | + cos2(P = 2eas 10F = 2sin’BIP,
%a- Véreto identitetet:
a) mh+1ﬁu[ﬂ+%}h[ﬂ' =~ % ]= %{1 —Rsina);
b 2sin oS + 2eos’a = 2eosm

Defyra
Transformoji né shumé, kéta prodhime;
a) sin1S°cosS®; b sin7sind"

@ im[gnr }:m[%-—#j’}
@ cosla + 2xinle + 60°)win a - 607,

Vartetoji identitetet:
(&) 25in185(sin] 300 + sim1407) + cas3s® + cosl25 = 0,

(5) 2sin(15" - @lsin{15° + @) + sinex = cos'ax - %

(&) 2sin(60° - Pysin{60r + B) + xin'fi = % + cosf.

& . 1 )
@ sine m[ls‘-pilm[]s _E] = 7 (1 + sinat - cos2a).

' Pir pérkufizimet ¢ funksioneve trigonometrike prej ¢farddo kéndi,

“ Funksione! rigonometrike sind dhe cosd jané periodike me periodé 2, kurse g
dhe cigax jané periodike me perlodé x.

© pin{a + 2kx) = sing, gl + k) = feeg
cos(@ + 2kX) =cosa erg{er + kx) = cigee

' M cilat kusadrante funksionet singg dhe cos® jand pozitiv, dhe ku jand nogativ?



m Grafikinht cakio vierén ¢ funksioneve vin] 507 dhe
cox ] 50¢,
Vire mgfidijen:

Prej pérkufirimn 1€ funkwioneve thgonometnke prey ¢ farddo
kéndi vipon se koordinatat e pikés of 8 cilén krahu Bvirés
;ﬂ:ﬂrﬁnﬁ: triponmetrike jand M{cosa, ring)

Domething, sinl30° = OM , . Funksioni cos e kusd-
ramtin ¢ dyié &shi negativ, pra cos | 30° --uT_.

@ lﬂﬂﬂﬁln-%.ﬁ‘m% o ok intervaliat (0, 28,

Viére sglidbjen:

Kjo detyrd 2abté o ananjellil ¢ detyris parprake. M
Dormethéng, nd boshtin @ ordinatis, 4 m th né hesbin i

y dubet 15 caktojmé piké M, ashiu g8 aT,-%_
Funksioni sing Eshié poritiv né luadrantin | dhe ‘!]-
1. Domething krahu lévizés e prend vijén methore 1
ndl by pika. Wjira piké giondet né kusdrantin |, kurss
tjetra nd kundrantin 1.

Pilcat ¢ kifrkuars M, dbe M, gienden né prerien ¢
vijés rrethore dhe drejseats f kabon népés pikén M,
kurse Eshi panaiicle me boshtin 1.

lﬂutﬁhh&q-dﬂﬂﬂ; e ll:'--!t.-lﬂll_',.ﬁ..l
Dbt e g sjeifjes =& funksoncve mgonome- s
trike né kind @ ngushié, pér kindet e formés | 50F
£ (Lose 360" = @ fksioni nuk ndryshon. rd

11 do 1"} shirusjmé né formén |80 - a,né g ““—ur'.;-_'l_—l_i,:,h‘.l-- 2l ;,';
kundrantin: 1] kishin | B0F + @, kume né kuadrantin = 5 = +087 -&h
IV, 360F - & osc vetém - &, ku 0 < &, < 90", 'l,'_ ey
Pér shkak 16 simetrisé & vijés rrethore trigono- b
metrike né lidhje me fillimin e koordinatave dhi
Iomhteve koordimative, kemi:

a=x-a; 0<a <50l




. Nése né kitkesin ¢ detyrés muk ka kufizime pér kindin @, tatehert gdo kind qF do 18
fitoket me rotallimin ¢ krab bvizis OM, ose OM, pér 3607, dmth 2% hesé mumér
¢farédo né kahen parmive cee pegative éshié. gthashrn_ rgyadhje pée kéndia e kEriuar
(18

© Pranda) ehzistojné shumé kénde 18 pafundme kn shénimi | pérgjithshim &shié @, = a_ +
kx ose @, = ;- a + 2km, ke I, qb éshei agjidhje e detyrés s& parashiruar.
& - puraget mumrin & rrotullimeve b phota i kaben pozitive oso negative tf lrahon iivieds
b kEnafit.

—

—

. Barazimi né W cilin o panjohura éshié né logarlibm ose 08 bazén e logaritmit qubet
harasim ogaritaik

O legr+2)=2; log 9=1 jani barazime logaritmike.
¢ P bararimat 2*°'=4; 2% .2 - } = () guben bararime chsponenciale’?
7 Sa rgyedhje mund & betd barnrsmi lsesr, por 53 bersrimi katnor?

Cili prej kityre barurimeve Eshté barazim trigonometrik:
Asine =1, b leosdz-1=0; ¢)sin2s+coadv=];
§rveosdr=3 d)gle+lgx-3=0; :}x-wa-m-f}uw

¥ ére rgjidbjen:
 Vetém hararimet ¢) dhe ¢) muk jané ingonometrike past ¢ panjoburs gendet odbe pashts
argumentit & funksionit irigonometrik.

- TE zgjidhet burazim| trigimometrik domethénd 18 cakiohet bashksia ¢ ngjidbjeve, nése
ka, pr o cilén hararimi kalon ni barasi numerike i sakid.

 Barzimet trigonometrike nése kand sgidhje, nieherd, pir shiak 1@ vetlng 1@ periodizimin
& funkaioneve, st kané bashiisi 1@ Nindme & zgjidhjeve.

© Baranmét ingooemetrike mund 68 klssifikoben si barazime algjebrike, pasi nok Eshig o
b U jepel metosds ¢ plrgjithshme ¢ sgiadiyes

e hiad pjesd doE megogme v sgindhen disa loge 1 harasvmeve ingonometnke 12 cilat ulles

o rggdiyen ¢




Funksioni sinx &shté i kufiuae, dm th. -1 < sinx < |, domethéng barazimi ka rgjidhje
vetfm nise -1 <a < 1. Do t'i shayrtojmé edhe kéto raste:

1* sinc=a, D<a<l.

~ Zgjidhjn e baruzimit sime=a, 0 <a < 1, sillet né caktimin
& kindit ntise Eshill dhénd viera e funksionit tigenometrik,
detyra 2, fig. 2.
Pasi sinx>=0 n&kuadrantin 1 dbe I . domethéng krah i
dyté i kéndit éshié né kuadrantin e paré ose 18 dyié, fig 4,
Sipas rgjidhjes 52 detyrés 2, né intervalin (0, 21) :
zgjidhja e barazimit dsheé x = & ose e
x=x-m, 0<a <90 Fig 4

Kéndin ¢ ngushté @, do ta shénojmé me x, dmth. % = @, por do ta cakiojmé me
fumksionin inverz tf funksioneve trigonometrike & cilai quben edbe fimksione areos:
dm.th. x = arcsinja|.

1| e 1 ‘ ﬁ\
] =— xin = == =
5 3 2+ Posi 3 5 arecos— I | pasi g

Pér shembull: arcsin

A

cos30° -~21; arcigl = 45", pasl igd* = 1,

Prandnj zgjidhja ¢ barazimit sinx=a, 0<a< | né intervalin (0, 27) Sshtéx, =x_ ose
X=m-x, X =arcsing.

|
@mﬂ:mmamn:?
Vifire egidlfen:
" Zgjidhia & barazimit né intervalin prej (F deri 2% &shid x=2x, osex = X-x, pusi x,
I e K K x iz e
m.lhi—lﬂ' ﬁ.iﬂm: - l:nu.=.'|t-:b:-gE ﬁ.hm:ﬂmnu
-
pérgjithshme ¢ barazimit &hed £ = = +2kX ose £= — +2km ke &

L] ] !



Bashkésia ¢ zgjidhjeve i€ barazimit &shig paragitor né iabelEn,

k 2 -1 0 I
R Y T
i L] 6 6
w 19x x 5x 17x
x="—+2%kx — | = | = | —
1] 6 6 (1] 6
Zgjidhjet mund 18 shkruben né formé t2 bashkésisé, d.m.th.
_H,={%+m,ieﬁ},m u1={%+uz,u z}.

2* sinx=g, -1<a<0. Y4
Zgjidhja ¢ barazimit sinx =a, -1 <a <0 #shté kéndi krabu i Pl BN
dyté i  cilit e prené vijén rrethore trigonometrike ng kuadrantin =~~~ | 7
Ll dhe 1V, fig. 5. I"‘"‘r?";iﬁ.'t.-.l | o

= "-\.-':"'. j Ea
Zgjdhja e barazimit né intervalin (0, 27) shig x = x+ '-...-#"H' e W
x 08¢ x=2T-x, x =arcsin|a). M. [ ,,j-"
Zgjidhja x = 24 - x_ e cila Eshté né kuadrantin IV mund ta T s
shkruajmé edhe né kété formé x = -x
Mbwf mend?

x=g+x +2IkN o
B} Zgjidhe barazimin /3 + 2xinz =0,
Ve xgjictbjen:

. m:mhﬁmmm--?g.
© ZLgjidhjn e barazimit ng intervalin (0, 28], &shE kéndi krahu § 1 cilit 8shig né kuadrantin
111 ose [V, fig. 5. d.m.th. prej formés x= X+ x_ ose x=-r_, kurse zigfidhjn e pérgjithshme

%H_

fahid x=m+x + 2T ose x=-x, + 2w ke L x, = arcsin
Bashkésia ¢ sgjidhjeve & barasimil éslné;
I dar r
X=X+ ? + kg = 3 + 2kx m:l'i +2%x ke L
Zgjidhjet mund 1 shkruben né formén e bashkBsisé, d. m.th.

M, ={"’T"+1u, ke z}_ kiokie H,n{-%-rzi:, ke z}_




¥ sine=0, a=0.

© Zgjidhje e barnximit sire =0 Eshad kndi krabu | dyid | 8
cilit e prend vijén rrethore né pikat ordinatat e 8 cilés jand
18 barnbarta me 0.
Alo jand pliat ¢ boshl x, (1, 0) ose (-1, 0), fig 6.

» Zgjidhjet o barnximit, siny =0 jand x =0+ 2kx ose x=
x+2kx, ke I o cils ndryshojod pér X, pra dy 2gjidhje
mund & shiruhen ng ki formé r= ke, ke L

4 sinc=1, a=1

~u Kugendet pika e vijés rrethore trigonometrike ordinatn e sé cilés &hid e barabaril me 17

@ Sa st kiindi gt ¢ formon krahu i dyté i kéndit § cill kalon népdr pikén 8, fig. 67

ot

5 sinx=-1, a=-1
© Ku giendet pika ¢ vijés rrethore trigonometrike ondinata e oé cilés #shi e barubartll me 17

W Sa EshiE kindi qf o formon krabu | dytd i kiindit | cili kalon népér pikén D, fig.6"

M mcd!




% Zgjidbe barsziniin:

1
l}lﬂ'ﬂ;+ﬁ-{l-; h}.ﬂru."-'i: l:]nls'!.u--.ﬁ-ﬂ': ) 2sinx -4 =10,

Zgjuthe barnsimin Sine = @, |o| < 1 ne nit realits ¢ vérsojms

TE zgjidhurit & barazimeve themelore trigonometrike pérfshibet né kéto hapa:

1. Kanstatohed pér mumrin real @ barazimi a ka zgjidhje.

L. Sipas shenjés 18 funksionit trigonomeirk caktohet né cilin kuadramt &b krahy i dyts i
LEndit.

3. Caktohet zgjidhjn ng intervalin (0, 27), ¢ pastnj zgjichja e pergjithshme,

4. Caktohet kEndi i ngushté x

%- Zigjidbe barazmin sinx = —E .

k4

[ §

Viire el fen:
stnx <0 wé kuadrantin 11l dhe IV, pra zgjidhja éshié ¢ formés x =7+ + 2kx

o8¢ X=-x + 2L ke Z,kum:‘=arﬂfn—ﬂ.m :=n+mﬂn§~ + 26T ose

.I"'mt‘.!fﬂ'% + 2 ke E
N& kg rast kéndin e ngushid x  do ta cakiojmé me ndihmén e kalkulatorit 0@ ket
menyrd:

= g fusim I'I:I.I'I'EIFII:% =, tl5;

- eshtypim tnstin (@258 ;
- & shiypim wstin ‘sl

Mise nd displej éshié opeioni DEG, atfheré e filopmé vlerén pér kéndin né shkallé,
dmith x = 38, 6E2]R"

- Me altivicimin e plrsérishéni 12 2md dhe DB kindi &hié shadfrruar ok shkalld
dbe mimita, dmth. x = 3890, pru ¥ =7+ 3840 + bx = 21840 ose

£ = -38°40" 42k,

Mese nd displej &shi# opeioni RAD, atéheri kindi dshid shprebur né radian, d.m.th,
£ = 0,675 rad, pra zgjidhja ¢ barazimit éshal x= £+ 0,675 + kA ose
r=-0675+2kn ke Z

B> zaidhe barazimin

o) dmpr- 1 =0, B)dsine-3=0; ¢)bsine+T=0,



(o barazim themelor trigonometrik zgjidhet né & njéjién minyré sikurse barazimi sine = g,
qE do 1€ shohim nd deiyrén g8 vijon,

a) cogx = —; h]mn---T'. o) cosx =0 ¢)osx= |,

* eoxx >0 n# kuadrantin I dhe IV, dm.th. krahu i dyté i [ T A

kéndit EshiE né kusdrantin | ose IV fig. 7. l—'—'ﬁfﬂ—{
Zgjidhja né intervalin (0, 21) &t £ =1 osexr=2n ' 1T ¥ FI

=%, Zgjidhje x=2%-x mund & shkrahet edhe né _
ket formé x = -x i
Zgjidhja ¢ plrgjithshme fig. 7
¥=x +IkK psa x=-x + 2k, ke I
X X X
%, = arecos— =30 = g x=, + kX ose xma +Ux ke I
" Funksioni casx Eshif cift pér shkak & asaj vetic zgjidhjet mund 1" shkruajmé edhe né
kEié formé:

i
;-#E +2kx ke Z.
2

k = —
} coxx -

cosy < () né kusdramtin 11 dhe 110, pra 2gjidhja éshté
¥=m-x +2kw ose x=x+x +2km ke I

ir
-*.'ﬂ"%"‘li'ﬂ'=7 + 2w o=

ht 4
I=T+2||.".t.l:EE,ﬁg.E.

] Eﬂlﬂmimfiﬂﬁlﬂduihdiﬁlhﬂlh:ﬂmﬁm:uhhiﬁnz
plkés nga vija rrethore trigonometrike, fig. 9.
Prandaj, zgjidhja e barazimit:

cosx=] Gshibx=2kx, ke T

cost = 0 Hﬂn:=§ +kx ke L
cosx= =] Eshtd xr=g+ 2w, kg L .




#)2com 4 1=0; b)2oamr+ I =0 ¢)3comr-2=0 ¢ doosx-T=0

B> roae i

sgr=-3; Hﬂp-l:i-: chmx =0 ¢logr=0
Vitre sgfidisjen:
© Tangensi prej cfarddo kénd| Exhaé | barnbaré me ordinaés ¢ ¥
pikés nga ordinata o boshiit 12 tangensit, dometbéng bararmi “

tgx = dshil pérkufiruas pérodo aa B

Prej te(x + X) = g vijon se hasasimi 4pr = @ né intervain y "!
(0, 22) kn mi¥ egiidhe. fig. 10, MM

a) fgx < 0 nE kusdrantin 11 dhe IV, pra 2gjidhja e burazimit

e =3 @ x=x-x 4k ke E kume fig. 10

x, = arctg|-3] =600 = E l-l-‘g‘ +tl'-3:— vkx

F:j PR(X - 1 )= -igx_vijon s rgyidhja ¢ barazimit ammd 12 meret adbe kindi né kuadrantn

:=-§ +kx ke L

b etge >0 ﬂhﬂuﬂnlﬁ.ﬂpﬂ:ﬂﬁjﬂu“#n%ﬂ

s=x vk ke Z

X -u:wl—!«l 60 .ﬁ""“" i+t:;tll.

gr=0, x=kx, ke Z ¢) etgx = 0, :-§+h: ke Z



[iB> Zajidhe barazimin:
Age-1=0; blegr+1=0; c)egr=—3; ¢)dge-3=4

 Mbajmend!

Detyra

a) 2sing = N2 b} Zsimx+1=0; o) dsinc+ V12 =0; ¢) Inimc-5=0.
(2) Cakio bushkésiné e zgjidhjeve 18 barazmit

a)2eosx - 1 =0; b)6eose+ /27 =0; c)2comx+5=0; ¢) Seosx+2=10.

Zgjidhi barazimet:

W3ge+ 3 =0, Bug=y3; mgr+l=0, GlUg+6=0
(%) Zgiidhi barazimer

a)3etgx + 43 =0; Bhegr- 3 =0; egr-1=0; ¢)Icge=5,

Barazimi i formés asim{bx +c}+d=0, a, b, ¢, de B me rBvéndisimin

br+c=u dhe -%'ﬂr sillet né barazimin themelor trigonometrik sime = m.
¥
i

b’ Zgiithe barnzimin m-%]-i-u. N\
i m 2
1] m:ﬂmw:&=£-m fitopme l\\ :

. -

e e

.'Iinili. fi, |



| ming > 0, domethEn® kEndi & Sadud nd kusidrsntin | o nd 11, pra zgyidhja ShiE e
Tormes: o x4 2kr ome w = X-x + 2% ke Z Agl

.I'_'Iﬂl% = 3 = 1. pra duke o k¥thyer i révind®imi, rgjaihpet jand 4 formés:

3
h.%-%+1ﬁuh—%=l—%+ﬂ: kel
O Duke i zgjudbar o dy barsrimet sipas 1 kemi:
_'-l.r-E+§-+1h ir = x4 2kx,
b
"E'E“ o ;-§+§uhz.

b Zyjhi baruzimet:
o Zin2e + 10°) < /3 =0y b)dein(ir - 459+ JB =0,
Barwzimi | formén acos(fix + ¢) + d = 0 me sévendésimin i = br + ¢ dhe

ﬂl=-%. e gjeliim nd barnzim hemelol trigonemetrik oo = .
@ Zgjidbe harimin ‘5“"[1‘—"'5]* J77 =0
Vidre aggfiutiyfen:
mmmm[h--‘}]t--‘:ﬁ.
Me futpen ¢ zEvEndEsimil I-]'.IH%, o u—---?—. rgyhdijen & ok cilin jand:

 coms < 0, domethéné odbe kindi u Esheé nd kusdrantin | dbe 4. T
Mpas=x-x +2Uroen= #+1.+1l=l,ll Z fg.2 ™,
Lo /BN )
:-ml__l =30F = f-s '."Hl
I ] j
= -E+Ih-—*21laul--—+1htit. :
Kittheherni te révéndésimi, kemi 5l fig.2
1:-3--5!+Ilmknlm3:—§'?—x*=mkl

© Duke | sgjidhur bararimet sipas x kemi

it x
hlﬁ+:+1||.'l'l:lll 1r—ﬁ+z+1tl
J"%‘t—*'tl‘. ke T t*%*.ﬁl’.lil



[Py w—
m-[.u—%]al-u; mu:-(u+%]+ J50 =0,

E Barazimet @ formés afg(lic + c) + d =0 ose actglhe + c) + o =0, me fatjen ¢
m&l+r=uﬁt-5-niiﬂhlhﬂhﬁw

Filrw
ix
8) Mie révéndésimin u = lx + 3 & fitojmé barszimin fgu = -1, sgiidhjs e o8 cilés éshté:

u- -'? vhx ka T
kethebom 1 pevindesimn, kerm

2r I
1:+T-T *IIIII.I.II.III“":: “'%‘-l'utlll

b) M sévéndésimin & = 4 - E.-wmw-ﬁ.:ﬁuﬁ--ﬂw
u-f vix ke Z.
EZihehemi i sSvéndBsimi, kemi
i x X 1
g vk ke Zdmih x= s ThE RE Z

12
[6> zgitbe barasimin
-un[u-%] +3=0 mn -E:u[h*'ﬂ + 48 =0.
Eshi ¢ dobisbme i dish! Bashkivia ¢ sgidhjeve W njé bararimi mund 16 shiruhet né
shusné mémyra, varésmht vallé a do of ahifryieobet odhe kindi negariv

K&E do ta tregogm népérmgpet kit shembudli- lhr=-%.
Blashikésia ¢ agjidhjeve do i jod
1{:.--!U'+§ﬂ]'-l ) 1{:,--1D'+3Hl'-t_

X, =—150" +360° & x, = 210F + 3607 &
3 x =330° 4360 -k 4) 2, = 230" + 3607 - 4
5= =150 4360° &' £, =2100 +360° &, (ke Z),



Detyra
Zggwdhi barasumet:

(1) a) sinix - 10°) = sind0r;  b) cos(30" - x) = sin 0",
@nwﬂﬂ--;; I}mﬂr-r!ﬂ'}::%_
() was-0=-1; b+ =3,

@.}m--%: hjm:'.:v-%.
um%--ﬁ

3
=0 b3 cos(2x+ 30 = &

® ..5'[:.-;] =0 b Segp-in=1.

@ ﬂm;i: Ij]-I—F—-!E-—L
fogx

sinx

@ o2l -3,

10sinx+4 Swinx+24

figx+3  2ige+l’

dzinx+1

" 2sinx+6

- Zgjidhjs ¢ barsaimit katror ax® + b +
¢ = 0 caltobet me formulén

~bt b -dac
La

© Zgjidhe barazimin
2-x-1=0
Engomometnk
asinx + beoxs® = 0,
Jsinds - dpimy + | =0,
Ipin®30F + 2pine - | = (7

A Barwrim » formds

Al a(f ) +bf (e)+e =0, kufix)
éshté ndonjé funksion trigonometrik, qubet
barzim katror trigonometrik.

Me pivindisimin f{x) = y, sillet né barasim

kntror
@ +by+c=0.

@. Ty w——
2ein'r-ginx - 1 =0
Vére ngjidhjes:
' Damsimin ¢ rsssformejmé né formén
Asinx) - sinx - 1 =0, icili me sivind-
simin wlar = ¥, & merr formén

27 -y - 1 =0, sgidhjer et cilit jund
1
$==3 dhe y,= |



Kéthehemi te zévéndésimi simx = v, i fitojmé barazimet:
n= ng-zhr, ke &

sinx= —% zgjidhja e t cilit Eshié: I
Xy =T+ m, ke Ev.lh

Fing = | zgjidhja & @ cilit #shis: X =%+2trr.l:e2.

P

a) 2sin’x - sinx = O b) cos’x + comx = 0;
el igte - 1=y ) Joosts + oosx - 1 — 0,
E}} Zgjidhe barazimin fg°2x - 2g2x - 3 = 8,
Vére zgfidhfen:

Me zévéndésimin fgls = y e fitojmé barazimin katror 37 - 2y - 3 = §, zgjidhjet e & cilit
¥,=-1 ose y,=3, dm.th. fg2x=-1, 1plc=3,

Zgjidhjet ¢ barazimit jamé:
I;-rr—%+.tn' ose  Lx = arcigd + kx
T kr
:=?+T ose Xx=3546"+kmr, ke Z.

1‘:;- Zgjidhi barazimet trigonometrike:
a) 2eco8'2x + 3Jeos2e + 1 = 0; b)) Segx + Tergr = 12
EE;? Zgjidhe barazimin trigonometrik Itﬂs.t-bj-?mx: 2 :
2+cosx  24cosx

Viére zgffdifea:
Pasi 2 + cosx w0 (pse?), vijon

deosx + oot + 3 - Teosx =2 ose 2eodr-dcomx + 1 =0
Me futjen e zévéndésimit cosx = y, e fitojmé barazimin 2p* - 3y + 1 =0,
¥=2 cosxm

Ol
yu=1 cosx=1,

zgjidhjet & ti cilit jonE

Borazimi cosx =2 Muk ka zgjidhje. Pse?
Zgjidhja e barazimit cosx = 1, Eshté r=2km, ke Z.
&t X _S-IEH.I—I_

[;} Zgjidhe barazimin trigonometrik pr— n'n.t-l-l_l'

(]



@- 7 giidhe harszsmin migenometrik deor'y ¢ deorr + nwT = 0
Vére sgjmthjem
Duke révéndévesr piv 1iv'a =1 - cor’a, flopmé
ey + dcomx + 1 =0
Duke svEmbEsuar coxe =y, ¢ Mojmd barmeimm

W rdy+1=0,

¥ ==l cofx==|

egiihiot e 08 cills jund: | e i
3]""5 Iﬁlﬂ'l-—i.

Zgjidhjer ¢ bararimit jané: ¥ = &+ 2kx x=tth +x ke L

[;:- 7 gjindhe bararimin migonometrik G’y « yinx - deos'r + | = 0

Detyrs
Zgjidhi barszimet
@n:m':'ﬁm-u; b) 2eor's - ooy = 0,
(2) o) Guin'x - Tsinr + 2 = 0 b) 2eos’s - conx - 1 =0,
(3) 0 dgx + Sage =0 b) cigx - ctgs =0,
(@) a) xis'x + dcoex + dcar'z =0; b) cnw’x - Jnin'x = 0,
(3) w0 siw's - car's - coxx = 0; b sin'x - Zeow'x - st + 2 = 0,

(6) s) dsiv’s + t'x = 0 b) Jatigx + Zsine = 0,

¢ Baranmi prodism ik
sr=1Me-2=0 gime( | - pimx){ | + simx) = 0.
fshié chmivalent me disponkaionin ¢
B Vitre syjidhjen:
= xmil o Barasimi dshié ckuivalent me disjun-
rel=l yind knionin @ barasimeyve:
ging =0 os2 | - pimxr=0 vge
x=1=0 wm [x=12. | + wing =0



X 4
zgiidhiet jang x = KT ose x = 5 + 2kx o8e ¥ = -7 + 2w Zgjdhjet

X T &
= E + kx I=—‘£ + 2w, mumd 2 shkrubet s x = E +km ke I

@* Zgjidhe barazimin mﬂ[l—m%{]m[:—%] =0,

Cokto hashkésing e zgjidhjeve & baumzimeve:
a) sidx - sinx = 0k b) sindx + 2eosc = 0
Vére sgfidbjen:
L ) Axinecosy - giey — 0, sleeQears - 1)~ 0, Preg k8t vijon
sinx =1); r = kT, ke X

3=z
MI'E: :-%*HE, i:EZ;.m:I=T+.HI,.kEE.

a)sinds = clgx; b)Y sin2y = 2eosr
@' Zyjidhe harazimin trigonometrik cos2s = cos'z - |
Vére zgjidhjen:
Duke ¢ zhatuar formulén cos2e = cos’a - sina kemi
COSX - Sirx = cos's - 1 ose sirr =1,

Prej kiétu vijon se¢  sinr=1 ose sinr=-1, pm

x
:=-2~+|t?t.tE3.

[E} Zgiidhi barnzimet trigonometrike:
i} cosx - sinx = coslr; bleos2y + I oome +2 =10,
I_:f}b' Zgjidhe barnzimin sinds = (cosr - sincl
Vire sgffdiyfen:
xinxeosx = cos'x - 2sinscosx + sirx

drinrcosx = |, dmih, Zeinde =1, pra

Sirrdy = ;+hmu:1.— 'E:'Fﬁ.ﬂlﬂe X - f—; +hm ke i

B‘:} Zgjuthe barszimin xindy - 5in’x = cosly

fﬁ: Zpjidhe burarimin E—.n:'ﬂ.u=l:g§.



Vére sgfidhfer

k Fuil-m-ltiﬂi%,,hmi:lﬁnzg *—%m
g
P N AL SIS el R
lﬂnzmlmnz 2 0, dmih MEIJ{HI =10

Prej ket vijon: 3in =0 ose sinx - 1=0
rigidhjet e 68 cilit jong: .t'lh[m:.t'%i'ﬂm
&:- Zgjidhe barazimin (1 + sin2x)1 - igx) = 1 - fgx.

ﬁ‘? Zgiidbe barazimin sin'y - cog'z = %

Vére zgfidnje
(zin’x - cos’x){sin'x + cos’x) = ;— (se ca-:’xr-:in’.r=-;—,. d.m.th, :0.5‘11=-12.
kurse zgjidhja fshtd :=§ + kT vae :=% +ikx ke L

EE;P Zgjidhe barazimin sindx + sinx = 0.
Vire agjidhjen
Duke i sbatuar formulat sina + mﬁ=2:m“;“ﬂ -m“;‘ﬁ.m:inﬁ i dbind

eshbe i formés ZiiRlicosx = 0, d.m.th,

FiR2x =10 fi= cogxy =, kurse
kr z

= 7 ¢ 1=E+k1
Zgjidhi barazimet:
&) sindx + zin2x + sink = 0;  b) cosdx - cos2x + cosx = 0.
Detyra
Zgjidhi barazimet:
3 1
@n]:.l‘n‘.:+mlr=1: b}a:g:—Emlr=ﬂ_

(@) cos2e + cos's(1 + 1gx) = sinn(1 + exga).

@ COE2X + §inx = 1 + SiAxXCcosix.



G:I!g:rn.ﬁrzr-l- J3sinx - tex - 3 =0,
@cm+m31=mﬂ:+:m41.
@hﬂi’1+mr=m.r1r.

Kuftoba! M witin 11 u njohe me zgjidhjen e trekén-
déshit kénddrejté, Tani do 8 njilemi me
Cilét jong clomentot ¢ trekéndEshin? zgjidhjen o gfurddo trekindishi. Pér ool
Péir brinjét o trekéndishit viejni: géllim duhet "1 dijmé vorgsité ndérmjet
|b-cl<a<b+e brinjive dhe kéndeve né trekéndésh. Njéra
Pér kéndet @, [§ dhe ¥ né trekéndésh  prej tyre Eshid kjo teoremé e shprehur késhia
vien
a+ B+ y= 180
Kindet e pérballta te katérkéndgshi kor-
diak jané suplementar.

Cakito elementet ¢ trekEndéshit kfnd-
drejiE, nése hipotenuza ¢ = 12 mm dhe
kindi B=60r.

VErtetimi: Do t°i shqyriojme 12 tre mundésité:
1. AABC &shié kéndngushté 2. AABC Eshv® kénddrejte; 3. A4BC Sshed kéndgjerd.
Edhe né 1 tri raster do 1 megojme se viejné barusid

I @ = 2Rsing, dmth, ——=2R 2, b= 2Rsinf, d.m.th,

b SR £
——=2R; 3e=1Rsinf.dmth. ——=21R R - mezja o vijds methore 6
sin [ siny
jashtashkraar,
Do ta vErtetojmi barasing e paré

1* AABC &shté kindngushté (fig.1)
Rreth AABC éshté jashtashkruar vija rrethore me rreze R,
Mépér kulmin A e tétheqgim dinmetrin 44 15 vijis methore <
jashtashkruar dhe A, e lidhim me B.
AABA, shié kinddrejié, << ABA = 90", A4 B=<ACE=1, '
(si kiEnde periferike mbi harkun e nj&jié methor), o

Prej AABA, kemi: ﬁ=sin}',d_m_m.:r-1hfn}:



2* AARC Eshié kfnddrejil fg. 2.

“ Jpshimshikruaimi vij€ methore me meze £ meth A4BC
kénddrejté.

| Hpotenuza ¢ kEtij trekéndéshi &sé ¢ barabarté me 2R,

dmith c=2R =28 1 =21Rain90F = IRsiny.

AABC BshiE kEndgjere fig, 3.

' Rreth A4BC jushtashbrunjmé vije methore me rreze R,

© Neperkulmin A etérheqim dimmetrin A4 . KstérkEndishi
1 fituar ..Il'..-'llﬂ'v[' Bl kordink.

W Ay dhe d4AB  jani kinde 1i perballid nd
katérkéndeshin kordiak AA BC, pra shumu e tyre &shig
180¢, dim.th. {..-HIE = 180" -y

' Prej rekindishit kénddrejté ABA, vijon se:

b

A

é =sin (180" — ) =siny, pekmssisin ¢ = ZRuiny

Domethénd, vErieluam se ¢ = 2Rsiny, pér ofartdo trekéndésh.
ME ményré 18 nggashme vErtetohen edhe barasit® thera,
Dulke i pasur parasysh barusii# ¢ sipérme, kemi:
a b e
sing  sinfl siny ~

2R

me ¢l teoremi v veristua,
Teorema ¢ sinusit chatohet gjaté zgjidhjes s& detyrave 1 lidhura pér ¢farédo trekén-
désh, prej ku kito dy detyra q8 vijojné jané 18 réndésishme:
1. Zgedhia e trekéndishit nése Sshud dhénd mpé bringé dhe dy kénde
2. Zgjidhia € trekéndéshit nése jong dhénd dy brinjé dhe kéndi gF shirihet pérball njérit prej
tyre
Perveq kityre dy detyrave themelore, ekzistojng edhe detyra tiera te of cilat elementet e
dhEna 1€ trekéndishit jand nd njé lloj relocioni, pér shembull:
a o bte, o, R, b+e; b, B a-c; R, atbte a et
Ei;h- Zgjidhe trekéndéshin b dhiné me =32, a= 60", §= 45
Vilire g ffoblyfien:
? Kéndi y=180"- (a+ /) =75"
b

; a . a .
Prej teoremiés a2 sinosit kemd; ———me—~— ku b= .
¥ e sine = sin i inoe sk

Wi . WEAZ
T.ls L8




Brinjén o ¢ cakiojmi me shatimin ¢ teoreméa 48 sinusii pér s dytl herd, domoth

LA 1) e
n‘mr_.ﬂn;}r it .n'nuﬂ"r
_W2 L W22
E_Jinﬁﬂ"ﬂ”.” ——'.E—'Tl:.'iﬁ*'ﬂ. :=\E{l+i€]-
2

Féregjtfe: Me dy kinde dhe njé brinjé 1 dhiénd, detyrn gjhmons ka zgpdhje (& vetme,

E} Zgjidhe trekéndéshin ABC 1€ dbéné me dy brinjé dhe kéndin pérballé njérit prej
yres
aja=12, b=15, B=5921"; bja=4 =13, = |4°]5"
e)h=5¢=3, =45
Vire mgjidhfex
[ 12

“Pm$=ﬂ"ﬁ vijon ;]'ﬂu-gﬂﬂﬁi JIHE'=EJEHFE-I--

sinc= 0,8 - 0,8602974 = 0,6882379.

Prej @< b = @< ff, & do 1 thoté @ mund 12 jet® vetim kénd i ngushil, pra detyrs ka
njé zgjidhje 1€ vetme, odhe pse barazimi sina = 06882379 ka dy zgjidhje: @ dhe 7- @,
Prandaj: r=45°29'27"

Kindi y=180"- (e + 8); y=179°59"60" - 102°50°27"; = 77°9"33"
bja=4,c=13, @=14"15".
g -0 m P et iy Catnirm 2 sinldniS?
singt  sin 8 i 14 '
siny=13,25-0,2461532=0,7999982 < |,
Prej c>a kemi > @ g do @ (hoté se ¥ mund 18 jet& kénd | gjeré, pr detyra ka dy
zgjidhje: ¥ ose T- 3

y, = SIT48", 7, = 180° - 3, = 126°52°12"

Vierat pérkatése pér kindin e treté jani-
B =180"-{a+ %) B, = 1807 - (a+ ¥)
B = 1297127, B, = 38=52'48"

Brinjén b e caktojmé duke e zhatuar pérséri teoremén e sinusit, d.m.th.
prej 2= — figjme b= 2L

=— b
singe  sin 3 sing
ks 4-5inl 12°37°12" b= 4-5im38°52' 48"
T Emay sinl4"15

b =15 b, =102 I




bl = 15; ﬂl = EFIET, ) = 3377487,
b, = 10,2; ﬁz =38°52'48™; ¥, = 126°52°12".
" Q& tE bindemi se detyra ka dy zgjidhje, konstruktojmé trekéndésh ABC, me a =4 cm,
c=13cm dhe =15 b i b
D hyb=5,c=3, y=45. Prej ——=—— fitojmé sin f=—siny.
r e sinf  siny & € 4
b 5 542

—siny="sind¥ =——=1,785113>1.
E.""'T 3.1i'ill1 3 2 >

Domethéng, sinfl > |, g& nuk Eshtd ¢ mundshme, pra pérfundoimé se detyra nuk ka
zgjidhje,
© Q4 12 bindemi se detyra nuk ka zgjidhje, konstrukiopmé trekeéndésh ARC, me a =4 cm,
¢=13em dhe o= 45"
Netyra
@ Zgjidhe AABC nése:  a)b=2, o= 60°, y= 105"
ble=2415,b=4.5, a= 60" ab=.J,c=23,8=30
@ Zgjidhe AABC, & dbénE me njé brinjé dhe dy kénde:
ala= 17, a=4819", f=56"35"; byb=11, &= 77, y=57"4";
che=T,a=219T"12", B= 107°27"; ¢)a=234T; B=51"32", y=T0°54",

@ Zgjidhe AABC, 1 dhéng me dy brinjé dhe njé kind pérballé njérss prej tyre:

a) @ =450, b= 530, a=53°48"; byb=29; c=2,1; fii=98"36";
ey o= A0.8; b— 25,7, B— 34¥16%; ) b=y o= Ay = 6P,

@ Zgjidhe AABC, nése
a) R =26, a=45°, f= 60, BR=1,b=3,c=42;
¢1R=3~J’E.a=6.'r-6ﬂ“; ¢IR=23 a=31,b=28

(3) zgjidhe AABC, nésc:
a) R = 8,125, 2= 13, b, = 12; b) R=73,b=24,k =123,

c}R=1.n+b+c=3+-}'§.u-ﬁﬂ“.
(6) Verteto se vien pér gfarédo trekéndésh abe = BR'sing - sinfi - siny.
() Dy brinjé né njé trekéndésh qéndrojné si 4 : 11, kurse kéndet ¢ pérballta i 1 : 3. Cakio
kéndet ¢ trekEndéshit,

@ Mjehso syprinén dhe perimetrin o paralelogramit me diagonalen &, = 15 dhe kindin
a=6]1*55".

[fe]



Gjaté & zgjidhsrit e detyrave t# ndryshme 12 Hdhora me ¢farido trekéndésh, perveg teoremés
s simusit shfrezabet edhe kjo

Yirtetimiz Vérdetimin do ta bijme pér barasing ¢ treté né kéto raste;
|, AABC dahid kindngushte 2, AABC Eshee kindgjerd, 3. AABC EshiE kinddrejiz,
1* AABC tshtd kéndngushts (fig. 1) &

% Me terhegjen e lanidsist CC, wekénddshin A5C e .
ndajmé né dy trekindésha kénddrejis: AC C dbe I
CC.B. |

K f N
U Me shatimin e teorems s& Pitagorés kemi: / A,
-ﬂ== E o l'E‘I}: ..I!Fu | \""-\.H
R=b-2 M
i Shprehjen pér A7 e zévéndisojmé te barasia ¢ puré, fig- 1
pra kemi

Fd=p_-Pdife-sxFub.+2.Tor+ ¥, dmih =+ -2z
W Prej AAC,C kemi £=L‘mﬂ,d.m.ﬂ1.x'bm.'ln.

I Shprehjen pér x e zévéndSsojmé e barasia o =g’ + & - 2hx, ko fitoymeé:
=g + B - 2abcosa
qé duheshte té vértetohet.

2 AABRC Eshté kéndggers fig, 2.

¥ Me térhegjen e lanésisé CC, trekéndishin ABC «
ndnjm# né dy trekéndésha kénddrejté: 40 C dhe o
l:'lf.'lﬂ'. i

0 Me zhatimin ¢ teoremés o8 Pitagorés fitojmeé:
a= i +(c+xP dbe B =B -5 Prej kit vijon ; FE\,
ad=P-2++2ex+x, dmih :
&=+ +2ex. fig 2

- 1y

ik
wl

'
]
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¥ Prej AACC, kemi E=cn;(ian"—a]=—mm. pra prej kitu 5 = -beoser

B Shpeehjen pér 1 ¢ zéviéndésojme te barasta a* = & + ¢ + 2cx dhe fitojmé:
a =0+ ¢ - Jbecosa
g duheshie 1 vérietohet.
¥ AABC eshié kinddrejtt (et bshis kind | deeité ) fig, 2.
B AABC Bshi# kénaldreits, pro per nif vien neorema e Pitagonts, dm.th, ¢ = o® + &7,
B Pasi coxdF =0, plr ¢ mund 1€ shkruajmi
=g+ b - Lab - cosHr
e ol tererma o wirtefun
Teorema e kosinusit zhatobet nése:
1. dy brinj€ Jhe kéndi | formsar prej tyre;
. jané dheéné 18 ire heinjé
Teorema ¢ kosinusit mund & zhatoher né sriidhien e irekéndishit nése Sahitd dbdné
ndonjé relacion ndémmpet clementeve & rekéndshit.
[ zgide ABC, nise: a=8,b=1,p=2147"

Viire sgfidbjen:
* Brinjén ¢ ¢ caktojm@ prej barasisé
&= + ¥ =2ab - cosy, dm.th.
e=v8 +7' -2.8-7-cor 21°4T = J6d + 49— 111- 0, 9285938

= dﬁ.ﬂlﬁﬂ? =315,

Per njehaumim ¢ njénii prej kéndeve @ ose B, gjithashiu, mund t8 zhatohet teoremn
& kosinusit
W Prej o =4+ - Lbccove, kemi
Baei-a' _49+9-64
b 2:7:3
Pasi 0*<a< 180", pér o kemi:
o= arccos(-0,1428571), dm.th. a=98"]12" 48",
burse f= 180" - (e + 9, kemi B=60°0"12",
Virajtfe: Ple caktimin @ njicit prej kindeve o ose 8 mund 1 zbatohet edhe teoremn e sinusit

cof

=—{},1428571

[2> zgjidhe wekendashit ABC, nése
wa=17,c=12, f= 5635 by b=16,¢ = 15, 7= 107727".
B> zgjidhe ekendishin ABC, nése a=6,b=1,c=11.



Vére sgfidhjen:

I —
Prej barasise covo l%i hitoyma:
m;p%']_ﬁtn.smmﬂ. kurse &= 29°31"34"
coppodit =t 36449 o000 o J = 35°05°48", kurse
2ac 132 T )

kéndi ¥ do 18 jett ¥= 180F - (@ + ) d.mth. y= 11572237

[@}’:- Zgjidhe trekéndshin ABC, nésc:
ja= 17, 6=12, e=08: Ba=23b=1,Tc=1,.
E} Viérteto se pér gfarédo rekéndésh viejné barasité:
a = beosy + ccosfl, b= ceosa + acosy, ¢ = acosp + beosc.
Vére zujidijen:
Sipas teoremés 58 Kosinusit kemi:
a=p+e-2bccosat dhe V=g +c-2ac cosf
Duke i mbledhut & dy anét & kétyre barazimeve fitojmé:
@+t =g+ B+ 2 - 2e(beosa + acosf)
prej ku © = beosa+ acos§ qe dubeshie t vérstobet.,
Dy barasité tjern vérietoji ver

Degyra
(1) Zgjidhe trekéndéshin ABC ntse:
e+ =34, =7, y= 120, bla =8, be = 60, a=33"7"50",
@ Pa e pérdor kalkulatorin njehso brinjét e panjohurs né trekéndésh, nése:
a)a+bh=20,c=15, §=60 bje-a=30,5=33, y=120°

Pa & pérdor kalkultorin, njehso kéndin @ né trekéndishin ABC, nise ndérmjet brinjéve
1 tij ekeziston relacioni,

a) o = b + & - be; by al=b+ ¢ - beof3;
(4) Pa e pécdor tabelin, njehao brinjén e panjobur n# trekéndéshin ABC, nise:
wa=T7b=5a=2p bja=6,¢=4, a=2y

Udhézim: 0} Me ndilmén ¢ teorems s simusit do 18 fitojmé mﬁ=l kurse pastaj zhuioge

0’
feoremEn ¢ kosdpuill,



(3) Zujidhe trekéndashin ABC, nkse:

0a=2T,b=29,0 =26  bb=13,c=15,1,=".
Uidhiizim: Vazhdae vijén ¢ réndimis ¢ pér gimésing C,D =1,
(8) Brinjét né trekendésh qéndrojné si S 1 16 : 19, Sa dshié kéndi mé i madh?
e a

2 4

Cakto syprinén e paralelogramit diagonalet ¢ & cilit jang ¢ dhe f, kurse kéndi
ndérmjet tyre @,
rere 1
Prej oo ™ Susoc = E-‘“-" « b vijon se
paralelogrami EshtE ndaré né katér rekéndésha

t# cilét kané syprina % barabarta, Prandaj syp-

@ VéErteto se pér vijén e réndimit né A4BC vlen formula L=

rina ¢ paralelogramit Eshté ,
§ =4, 2080 sing
2 4.£.£.ﬂnp
B Pesi E:%, ﬂﬂ:%,p&rﬂm‘iﬂhﬂlﬂjﬂi: 3._2._21_ , dm.th.
'Eze-f-sinqa

Paralelogrami ABCD Eshig dhéné me brinjét a =4, b=§ dhe kéndin ndérmjet
tyre &= 48°24". Té njchsohen diagonalet &, dhe o
Viére zgfidijen:
Duke ¢ zhatuar teoremnén e kosinusit né A4BC
dhe AABD fitojme
d? ma® + b —2ab-cosa
d* =a* +b* - 2ab-cos(180° ~ )=

=a’+b +2ab cosax




Duke e zévéndésuar vierén ¢ dhéné, filojmé:
dy =4 +8" —2-4-8- cor 48°24" =80 — 64- 0,663926 =37 31; o, =16,12.
d} =80+42,49=12249; d = 11,07,

B’;} NE gdo trapez, shuma e katroréve i diagonaleve &shté ¢ barabari® me shumén e
katroréve t& krahéve dhe prodhimit & dyfishte 1 bazave. Vérteto!

Vifire zgiiah fem:
Neése me e dhe [ i shénojmé diagonalet e trapezit (fig.
3), attherd sipas teoremés 82 kosinusit kemi:
e =a + ¢ - lac - cosfh;
FP=a+&-2ad - cosct

Duke | mbledhur anét pérkatése 1€ dy barasive 1€ sipérme
Fitojme: fig. 3
e+ =22+ ¢+ - Qa(ccosf + deosa).

Duke pasur parasysh se ccos+ deose = a - b (shibe detyrén2 nga mésimi 22) fitojmé:
E+f=0F+ 5+ d - 2a(a-b)=20" + &+ of - 287 + 2ab, dm.th,
e+fi=2+d + lab,

qéf duheshie & vertetohet,

Ebmm"umje a=3, b=5 dhe kindin y= 120° pasqyrohet simetrikisht
né lidhje me brinjén mé t& gjaté, Cakto diagonalet ¢ delltoidit & fitusr.

Vire zgfidbjen:
' Cila brinj# sht® mé e gjatd dhe pse?
Bringén ¢ do ia fitojmeé duke shfryviéruar teoremén ¢ kosinusit,
d.m.th.
S=3+5.2.3.5cosl20P
e2=9+25+ 30 - sin30P
&E=49, ¢=7,

Nise diagonaljn tjetér e dellividit Eshté o, atEhers
2ab-siny _2-3-5- sin120°
- : ,
153

dm.th. d =——
7

ub-ﬂnr=% prej ku d =




Detyra
@ Viricio s pér bringéi dbe dgonalet ¢ paralcbogramst vien:
é+fi= A+ B)
Sinusst ¢ kéndeve ni trekindSsh gindropesn 1.3 14 7 13, Njehso kibndey ¢ irelobndisht.

@ Mpchno duagonalet ¢ dellioidin me bringd o = 70, b =80 dw kindi ndérmjet tyre
= 120r.

() Eshad din wapesi me baza @ = 49, b= 10 dhe kéndet prang bazés s& madhe
@=22737"12", B=14°15". Njchso krubét dhe syprinén ¢ trapesit,

@ Birigjét o trekindéshit jané @ = 11, =24 dhe ¢ =31, Njshso ginibnind o simotrales
wé kitndit mé 18 madh 1 trekéndéshit.

(&) Vérew se kindi ndérmjet dingonaleve né drejtkéndish myebsohet sipus formulés

2ab
b=y @9

(@) Ne vijen reshore k jang dhtnt kondat AB =8 dhe AC =3, cilt ndérmjet ves
formojl kénd prej 60°, Njchso mesen ¢ vijés methore,

(B) Lo jond M dhe N meset ¢ brinjéve, & paralelogramit ABCD me giatisi @ dbe b.
Vinets: AN + DM =1,25(a" +4°).

(8) Verew se nise per njé wekindésh ABC viex:
0@ = b+ & - be', milherd = 60,
b’ =+ &+ b, méhest a= |10,

(10 Prej nyé pike 8 myne masen dy bicikliata e dy kahe 8 ndryshme. Njéri vz me shpejidsi

9 mv'e, ke Gt me 15 mis. Sa Eshieé largéaia ndérmjet bagiklistave pas giysmé ore
pas mbijen, ndése kabet ¢ tyme 1 Evizes formond kind prej 60F7

(1) Jané dhiné brinjét o trekéndéshic ABC: b = 3, c=243, dhe kindi n-%.mm

kénsfin 7 18 trekEndshit, pa kalkulstor,
@ Né trekéndéshin ABC jang dhéng @ = 307, = 45° dhe b=104/2 . Cakto brinjén a
1 trekéndéshit, pa kalkulator

(85) N wekendishin ABC juné dhéng: =307, 1= 75" dhe = /18 . Caicto brinjén mé
1€ mudthe 1@ trekiindinhit, pa kalkulutor.

(14) e wekindishin ABC jund dhini: = 100%, = 45° dhe b= 8,2. Cakio brinjén mi 1é
vogtl 1 trekendBshil.



INE kit temd do 18 mésosh pir
@“——ﬂ- 126 @HW‘_M.
149

@ o @mulﬁ# 155
@vmm 135 @“ﬂ“m .
@lnh-ﬁ-n 140

@q-_m 163
@m:n 144



Té mésuarit aksiomatik 12 aritmetikés

s numrave natyroré ¢ mundé@sojné Njehso shumin ¢ 100 numrave 1
aksiomal ¢ Peanos. (Guisepe Peana, 1858- paré patyrore,
1932), kurse ato jané:

L | ésheé numér natyror. Viire sgfidhjen:

Il Cdo numér natyror ka saki@sisht njé 14 24 34 08 + 99 4 100;
wmmnl:_w nuk mund o Hz_!_!';!:l]:

\’-mﬁﬁnuhhuhkhiﬂ né vet bashks- |+1+3-i-]'{|';ﬂ;
singd N gé e ban numrin | ¢ pérmban

edhe n ¢ gdo elementi 1@ tj, i ie2en I—ID—"“+‘}-
pérmban t& gjithé numraté natyroré, +24+344=10=—1—

Vieren se shuma e katér numrave 1@ paré natyrord éshed ¢ haraharté me g ysenéprodhimn
prej mumrit 1& mbledhésave dhe shumés sé mblesihisil 8 paré dhe 18 katér

Prove a vien & nj&jta mrepgullé pér shumén ¢ 10 pumrave 1@ pard natyrort.
Mund (¢ pérfundohet se grykom vien edhe pér shumén ¢ 100 sommve natyront, dm.th

1+:+3+_+u+w+m-w-m

Minyra ¢ KELITIE ¢ 12 mendusri na gon den It SUPGErTm &8 Py ¢ farddo mmdy aafyror
e 1+ 1-1+,..-l-n=.'{l1+.l,
[Z>> Nichso shumn ¢ 100 samrave satyrore ek

Ve sgyidifen

143454 T+.+19%

143mdnd: 1+345=0a¥; 143854 Tmlfmd’;

Viren s whuma ¢ dy, e ose katdy mumeave o2 pare tek éshié ¢ barsharé me katronm ¢

mumrit 4 mbledhésve Pranda) mand i pérfundobet se

1434547+ +199=100" = 10000
Ky sapozim & vien pér ¢farédo mamér maryror v, d.m.th.
1434547+ _+(n=1)=n'?

Pérfundimet ¢ nxperra ng 1 dy detyrat jand vénetime qf vioné né pérygjithisi, edbe e
sakidsia ¢ fyre mund 1 provohet pér ¢ fardde numér &, Prova nuk na garsnion se gykimi vien
afhe pér numemn patytof pasandhds n + 1




Q¢ 1 viéretohet se gjykimi vien pér ¢farédo numér natyror, duhet t8 béhet njé mémyré
logjike me 18 cilén do t8 konstatohet se giykimi i dhéné Eshté i sakté pér cfarddo numér
natyror. Ményra e cila mundéson vértetimin ¢ givkimeve t& kétilla quhet priseips §
induksifonit matematikor, qf bazohet ng kég:

Le té jet& p n}ﬂmi!j;ﬁmﬂﬁ.:ﬂniﬁrm;njmmﬂmu.
1. Nése p(1) Eshué i saked,
2. Néise prej supozimit péir sakisiné e gjykimit p(k ) vijon sakiZsia edhe par p(k +1),
atEheré giykimi p(n) Eshté i sakté pér gdo mumér natyror m,
Veértetimi i implikacionit p(k) =+ p(k +1) hté me réndési t8 veganté. Pérkasésisht, pér
m—1 ucgolct se giykimi p{1) Eshié i sukid. Duke marré & =1, sipas implikacionit
plk)= p(k+1) vijon se prej p(1)=+ p(2), dmth. p(2) Ssheé givkim i sakté. Prej
kétu kemi: p(2)= p(3). p(3)= p(4) =i
Cdo vértetim i nxjerrs me principin ¢ induksionit matematikor pérbihet prej kétyre tri fazave:
1. Prova se gjykimi i dhéng 8shté i sakté pér n=1.
2. Supozimi se gjykimi sht® i sakté pran=k, ke M, i cili quhet supozim induktiv.
3. Virtetimi se gjykimi &shié i sakté edhe pEr numrin natyror pasardhéis n=k + 1.
aln+1)

B;-' Vinewo se giyklimi 14+ 2+ 3+4+..4+n= Balité | sakid pér gdo numér

mAryror .
Viére vérretimia:
1. Provo a EshiE i sakté gjvkimi pér n=1:
1-{1+1

p(): 1=110D
2. Supozojmé se gjykimi Eshté i saktd pér n =k, d.m.th.
k-(k+1)

, domethéné gjykimi Eshté i sakid.

plk): 14243+ +k= EshiE i saki®

3. Dubet i& véretojmé se gjykimi Eshts i sakiZ edhe pér n=k +1, dm_th.

ple+1): 14243+ +k+(k+1)= w.

Fre) supozimit kem

142+ 3+, +k +{1:+1]=._HZ“}+{1:+|]=”“'J; EHHL{E”EHE}.
Prandaj, pasi pir n=1 giykimi p(1) éshté i sakiE, kurse prej supozimit se pér n=k
Eshid | sakié giykimi p(k), € veretoyme sakiesmé ¢ imphikacionit p (k)= p(k+1),

=]




sipas principit 1€ induksionit matematikor vijon se giykimi &shid i saki@ pér gdo numir
natyror i

(> Vereto e per do numie natyror n Eshie § ekt 14345 +...4 (20 -1)=n".

@-mmmmmﬁ:mﬁm

1 1 1 n
— it ——m—— Vae M
1-2 23 a{n+l) n+l =

Vidre véirtetimin: 1
I Pér =], p{!}uﬂiﬂﬁ.nﬂ” el

1 1 k
Iw-ﬂ'.-l F{lj ﬁ ﬁ"l‘-..‘i’m-m

+ sl

1n-iniwn|hn-t+t.

plk+1): — 5 S . Ay : sias
l! 23 k(k+1) (k+1)k+2) k+2

o Prej supezimit kemi

| | | 1 k 1
ﬁ*ﬁ*“**m]*mm.*{mum;'
Ek+2)+1 "+ 241 (k+1) ks
T(k+D)(k+2) (k+1){k+2) (k+INk+2) E+2
Shpeshhert né diss shienes naryrone me shime prove & fundme 12 bérs ose dukun die
wishtrome o kryera s deia dukurive muimet péyfundion | pérgiithahém ose komstatobet lgr |
plrgrthnteien
Indhuksiont § stillé qubet mduksion empink o 1 ploté. Najerra e pérfundimi me indu-
ksionin emgpirik Sahid nd buet of 12 dhénave jo i plota, & bashkEsive jo o plot nga shembaji
i virejiur dhe mund 8 ndodh dukuilg ose shesibujt gf muk jun@ shoyriuer 6 mos pajlolen

e Biggiet @ konsearanrs, Induksbon| empirik mmemaikor mund 18 sjellg den né périfundime jo
i waktn

(8> Leitjeit pln)=n'~79n+1601. A dshue p(n) eshat mumis | thjeskue?
Viére sgjidifon:
o Me provél kemstatojmé se
p(1)=1 = 79141601 = 152%
P(2)=2"-T79-24 1601 = 1447;
p(3)=F-19-3+1601=1373 &

p(4). p(5). — p(79) junk mumes 12 thjeshd.




¥ Me induksionin empirik mund t& pérfundohet se giykimi p(n) éshié | sakté pér gdo

numer natyror. Megjithatd pir g - 80, p(B0)=B80" —79 A0+ 1601 = 1681, kurse ky

numér Eshié i perbéré, pasi 1681 plotépjeséiohet me 4 1. Domethéni, gjyiimi nuk Sshis |

sakte pér gdo numEr natyror,

@} Givkimi 2+ 4 +6+8B+.. .+ 2n=n" + n+1 & shié 1 saki@ pér gdo numér nakyrar
L

& Principi | induksionit matematikor bazohet né ki

Alcslomi; Nése pér njé bashkési M 16 numrave natyrord vien:

le M “uﬂi uﬁ:ﬂ}nm piredo nE M, atherd M =N, aksioma e

Duike & shatunr induksionin matematikor vErictoji kéto givkime:
n{3n- 1)
T
m{3n+1)
e

1+d47+. . +(3n-2)=

2+5+8+...#(3n-1)=

a{n+1)2n+1)
&

BeP e 4nl=

1:242.34 3-4+..-+n[ﬂ+l]=w.
142427424 42" =" ],
111 | n

— et F :
13 3.5 57 7 [2n-1)2a+1) 2a+l

@0 © @ @

.a+l _om
'ﬁll'I—J.'HII'IEI'

sinr+sin2r+sindx+. . . +sinmx=

@

sin =
2
m-.:+m:31+m!1+,..+m{1u—|].t="n_h't.
2sinx

Vireto se pr plarkds numbrs natyror
a) 7" +3n—1 plotEpjesiiohet 9:

&®

by 2~ Tm 4 41 plotépiesétobet me 49;
¢} ¥ _8Bn -0 plotEpjestiohet me 64,

]



@ Le € jeté dhéné njé bashkési e fundme A, ={a,,a,,4,.....a, }, elementet ¢ té cilés
g e 12 jend persona, sende, bimé, numsa, shenja, ngjarje etj Prej bashkésis® of dhe-
138 18 fundime mrind € mBnyra 12 adryshme 15 formoben bakikéss & odryshe & madiiiturs. Te

diza prej atyre bashksive disa clemente momd & plrsériten, dm th, tf paragiten shumi herk.

m-m#mmtmmm#
radhitjen e mumdshme dbe radhitjen ¢ clementeve qubet kombinatarika

Kombinatosika | studion permutacionet, variacionet dhe kombinacionet & bashkesive
b fundme, pér 18 cilat vien ky

Pér shemball, nx@nésit n8 klasén @nde, né shkollén ténde, né Republikén e Maqedonisé jang
bashicksi é fundme. Bashldsia B w {21 " —1= 0} #shté bashkissi ¢ fundme..

% Eshag dhéng bashkésia A={a,, a,, 4, }. Shkrusje gdo radhitje 18 mundshme 1
hashkésisé 32 dhind,
Viire agjfidifen:
¥ Nijéra nga radhitjet ¢ kétyre elementeve &shié a, a, a, qubet permatacion fHestar.

* Permutacion i ri 8she# &, a, a, i finmr me zhvendosjen e dy elementeve 1 fundit
a, dhe a,.
“ Permutacioni qf vijon 8shi# @, a, a,, i fitsar me zhvendosjen ¢ clementit 1€ pars dhe
12 dyté @, dhe o, né permutacionin (llestar etj.

Zyjudbjen shpeshheré e pamgesim nd k& ményré:

a, a, 4, L a, a a

a a, a, a a a 4, a4

Tre clemente (8 bashkEsisé s& dhéng mund 1 mdhiten né 6 ményra & ndryshme
{ﬁ:l-i-ﬂ].

[



by mead!

Cdo radhitje ¢ clementeve prej nj bashkisic (& fundme né 1€ cilén asnjé element nuk
pémséritct éshité permutacion pa pérséritfe.

Dy permutacione jan tf ndryshme nése jané clementet me radhitje & ndryshme prej
L
Eshité dhéné bashkesia A=1{1,2,3,4}. Shkruaji 1& giithé numrst katérshifrord me
shifra 12 ndryshme, shifrat e t& cilave jand elementet ¢ bashkEsisé s& dhéng.
Viéire sgfidfen:
' Numrat ¢ kirkuar jané permutacionet ¢ elementeve 1€ bashkisisé sé dhéng.
Permutaciond filestar shpeshherd shité radhitja e dhéng e clementeve, nise ndryshe nuk
Eshié theksuar. Prandaj kemi:

1234 3124
1243 3142
1324 3214
1342 3241
1423 3412
1432 3421

Witre ményrén ¢ formimit & permuicioneve; _
M shtyllén e paré shifra 1 éghté né vendin ¢ paré, kurse shifrat tjera te numr fitohen me
permutimin e shifrave 2, 3 dhe 4. .
Shitylla e dyiE Sshig fituar ashtu q& shifra 2 vjen né vemdin e paré kurse shifrat tjera fitohen
me perumtimm e shifrave 1, 5 dhe 4 et).
Me shifrat ¢ dhéna mund t& shkruben gjithsej 24 numra katérshifror me shifra t ndryshme
(24=1.2.3-4)
5a numra t€ ndryshém # - shifroré mumd & shkoruhen me g shifra & ndryshme te 2 cilét
asnjé shifér & mos perséritet? '
Vére zgfidhjen:
Shifra & parg mund t& zgjedh o mEnyra t& ndryshme.
Shifra e dyté mund té zgjedh n —1 ményra, njé shifitr mé pak.
Domethéng, dy shifrat e para mund t€ zgjedhin n-(n=1) ményra.
Pér vendin e treté mund i zgjedhin n— 2 shifia (dy shifra tani mé jané marre). Domethéné,
tre shifrat ¢ para te numri mund 1 zgjedhin n{n —1){n—2) ményr.
Duke & vazhduar ményrén, pér vendin e fandit te numn do & ngel vetém njé shifgr,

L



Pramdaj, praj # shifrave i@ ndryshme mund & shkruben

. . a{n—1)(n—2)(n-3) - 3-2-1 numra.
~ Mbaj mend!

Prodhimi i # numrave i€ paré natyrord qubet .em - fakforiel " dhe shénohet me
nl, dmth. 1-2-3-(n—2)-(n—1) nmal

M=l; 2=1-2=2 3=1-2-3=6; 41=1-2-3-4=24 ct]. kurse 0! sipas pérkufizimit
Eshat | barsbarsé me |, dm.th 01 = 1, -

Virtetimi: Teoremén do ta viirtetojmé duke zhatunr induksionin matematikor.
Per o= giykimi Sshif | qurig.
TE supozojmé se pirn =& rivkimi 8@ i saki, d.m th. n¥se njé bashkisi ka & elemente,
atEheré prej tyre fitohen k! permutacione.
Le @ je1 m=Fk + |, perkaiésishi bashkésia ka &+ | elemente. Prej kisaj bashkésio mund &
formohen & + | nénbashkési, ashiu g8 gdo nénbashkEsi ka nga k elements, Sipas supozimit
induktiv prej elementeve 8 gdo nénbashkesic mund 8 fitohen k! permutacione, d.m.th.
PRy=k (k-1)-(k-2)-.. 3:2-1=4H
Numri i pérgjithshém | permutacioneve prej & + 1 elemente éshté ¢ barabartt me:
P+ 1)=(k+1)-Plky=(k+ 1) k- (k-1)-(k-2)+ ..+ 321 =(k+ I}
Sipas principit i induksionit matematikor gjykimi &shié | saki# pér gdo numér natyroré n.
Prej teoremds vijon s2 P(a)=n-P(n-1). Domethéné, nése bashkésia ka n elemente
sihers mamri | permutscioneve 12 cilé fillone me element tf njéjid &sié | barbarid me
numin ¢ permutacioneve prej elementeve g kanE ngelur, dm.th. P{ﬂ—l]={ﬂ—l].’.

E":':’ Sa numra pesEshifrord mund t2 formohen prej shifrave 0, 3,4, 5167 Sa prej tyre:

a} fillojné me 43 dhe cilét jan ato; biillojné me 3, por nuk mbarojnl me é;
€} jané tek; ¢ nuk fillojné dhe nuk mbarcjné me shifrén ¢ifl?

Vére zgjidifen:

Gdo numér peséshifroré me shifra & ndryshme éshi# permutncion pa perséritje 1€

chifruve 18 dhdsia, aipas teoremis, jond

P(5)=5!=54.3-2-1=120.

Te ato]20 pumra jané edhe numrat: 03456, 03465, 03645 etf. & cilét nuk jané pesé-.
shifroré. Alo numen jund 8 formés 0[34-5‘5}. Shénimi (3456 ) paraget se mumeat ¢ kérkaar
fitoben duke | permutuar shifrat 3, 4, 5 dhe 6. Numr i tyre &hié
P(4)=41=24

L]

.



Gijithsej numra peséshifroré gf mund 8 shkruhen me shifrwt 0, 3, 4, 5 dhe 6 jané
P(3)- P(4)=5!—41=96,
© a) Numrat peséshifrorg g fillojné me 43 © b)) Numrat g2 fillojné me 3 jané (& formis

jomé 16 formés 43{056), por jané 5(0346), por q& mbarojng me & jans 12 for-
P(3)=3]=6, més 5(034 )6, Numea i atill® ka gjithsej
Ato jani: 43056 43056 43056
43086 43086 43056 P(4)-P(3)=4l-31=18,

c) Numeat tek jand f formés (0346)5 ose ((M56)3, prej 1 ciléve 0(346)5 dhe

0(456)3 nuk jang peséshifroré. TE gjithe numrat tek jang
2.-P(4)-2 P(3)m2-41-2.31=36
' g) Ato jané mumrat shifrat e fundit 1@ t ciléve jand tek, dm.th, 18 formés 3{046)5 ose
S(0M6)3, kumse giithse] jang
2-p(3)=2-31=12,
Eshté dhéné bashkésia A ={4,6,7,8}.

a) Sa numra kKatérahifrord me shifra t8 odryshme mund 8 formoben prej elementeve 1

bashkBgisé sb dbéng?

b) Su prej oumeave 18 formuar jané gift, kurse sa tek? Shicruaji ato numrg.,

b’ Shicrusji i# gjitha permutacioned prej elementeve @, a, a dhe b,

Vére sgfidhfen:

' Vire, elementi o pérsgritet 3 herg, Cdo radhitje e atyre elementeve quhet permuotacion
me pireiritio

' Nitse té gjithe elementet jank 12 ndryshme, do € ket P(4)=4!=24 permutacione.

* NE k€ rast i kemi kBto permutscione: gaoh, aaha, abea, baaa.

| Né bashkésiné ¢ dhéné ka njé grup prej 3 clementeve 18 barnbart®, pra 3! = 6 permutacions
prej atyre elementeve né realitet Bshid njé permutacion,
Numri | permutacioneve me pémé&ritje Eshté ag heré me i vogél peej numrit 2 pérgjithshém
1 permutacioneve, sa 8shié numn 1 permutacioneve 18 elementeve qé pérsériten, d,m.th,
24:6=4, prandaj shkruajmé: F;{d]-%nli.

Numr | permutacioneve me pérséritie prej n clemenie pref t cilive mé element
mtm{tu}ﬁmmm

A=



% Sa permutacione mund té formohen prej flalés RAMAZ AN nga shkrongat e tij?

B> sa permutacione mund t formohen prej shikroniave té falés MATEMATIKA?

Vére zgjidifen:

o Fjala MATEMATIKA pérmban 10 shkronja, pra numri permutacioneve Sshté

P(10)=10"

i Shkronja A pérséritet 3 heré, P(3)=3!=6.

5 Shikronja M péredritet 2 heré, P(2)=21=12.

! Shkronja T perseritet £ herg P(2)=21=2,
Mumri i t€ gjitha permutacioneve éshtE §. 2. 2 = 24 mé i vopél se numsi i
pérgjithshém i permutacioneve, pra shkruajmé

100
P, (10)= 3].21.21

=151200.

Mibaj mend?
Numri i permutacioneve me pérsérite prej m elemente ndSrmjet t8 ciléve ka shumg
grupe prej nga K, Kk, . . ., k_ elemente identike njchsohet me formulén

n!
Pl {"}=m* 3R TSR T ey

Sa numea shtatéshifrors mund & shkruhen peej shifrave 1, 2 dhe 3, ashiu g8 te ¢do
mumir 1§ ket 2 treshe, 3 dyshe dhe 2 njéshe?

Defyra
(D Njehso vierén e shprehjes:
12! il =51

a) B1+9; BIO-1L o — @)

100! 120
e 1 __1
(2) Thieshto shprehjen: a) SR YY) 1#_”1 o
) {m+3}!_ n!
(3) Thieshto thyesén: ) i b o

@ Lgjidhe barazimin
) P(x)=24x; b) P{x+1)=8 P{x-1)=8-P(z); ¢ P{x):P{x-2)=90.
((5) Shkruaji 1 giitha permutacionet prej shkronjave 1€ emrit NORA. Cili &shté me rdhe
permutaciond RONA, nése permutacioni fillestar £shid
a) pum.:l.u.l:i.l.m.i LTS
b) radhitja leksikografike {sipas alfabetit) ¢ shkronjave?

3



() Ne sa mibmyra smund 1 radbiten 5 libra bt njé bangé, nése ajéri b giithman dubet 1&
jeté n& mes?

@ Sa permutacione prej elementeve 1,2, 3,4,5,6,7.8 fillojné me:
NS 12y o) B6AZ?

(8) NE sa ményra & porsona mund 1 ulen 68 i tryesé & manbuliskie?

() e sa imdnyra 6 persons mund i wien né i ryezs & rusmbullakid, nise dy persons
poej tyre demam (€ ulen giidhmond njlri prané Getrit?
Cakio mumrin ¢ i gjitha permutacioneve i ndryshme prej shifreve 1,1,1,2,2,2.

(1) Sa mumra shtaiéshifrore 18 ndryshém mund 1 formohen prej shifrave 0,0,0,0,1,2.37

@hp:mmuﬂml.:l.l.:hhhuﬂqﬂ-
sla; B et
Sa permutacione prej clementeve 1, 2,2, 2,3, 1,3, 3,4, 4 4 fillojné me:
Al W o 123

 Kujibo!

© Prej shifrave 1, 2 dhe 3 shicrusii o8 it mnﬁrﬁ"
numral dyshifroré me shifrs t2 ndryshme. @ gt

 Cha éabié nénbashifsi ¢ bashhismé 3¢  8) dyshifrord
dhine? b) treshifioré me shiffs 1 ndryshme g jané

o Shkrusji 4& gjiths nénbashkésit? o  elemente & bushkisist st dhénd,
bashiésisé A= {I,2,3}.

?hMIWI“m
Prej1,2,3, 4 lkemi
0 w123 213 312 412
124 214 314 413
::; 131 321 41
" 234 324 422
- 142 241 341 431
= TE gjithe mumrst dyshifroré jané permsta- 143 242 342 432
chonel ¢ elementeve @ nénhushkésive
{r.2} {13} {1.a}{2.3).{2,4).{3.4} npa bashkiEsia e dhind.

- Mumral ireshifrort jané permisacionn ¢ dlemenizve 1f aiabmbidsive
23}, (1.24],(134] dhe [234)



(o nénbeshkéa ¢ rafhiar ¢ apé heshhéue 18 fusdme prey clementeve 1 mdrphme
aiie variacion pa pérséritje
Nésc bashkintaka n clemente. kure nénbashksia k clemente (& < n), ashert varia-
chom BxhiE prey M ehemente 16 kinséy &

 Nll hashktwind e dbéni 12 detyrds, numest dyshifroed jesd varnscione pa pérsente 1 klsés

»8 dytb, lkurse pumrat treshifrord jané variscione pa pérséritie 1@ kiasés sé et

Shkruaji 8 gjitha variacione pre| elememeve @, b, ¢ d 6@ klasgs:

a)pasi, " B) kadiin,
(Clea paragesin varlacioost ¢ klusés katért 18 bashkisisé oé dbiing?
Dy variacione 1 klasés of njéji# jané 1 ndryshme ndse ndrysbojné ose sipas radbés sé
clomomlive, owd sipll clemenicve,

Hnummpq'-uh—-ihh- k. pa pérséritje shénchet me V'
Pér detyrin dpmrd bemi: V' =12 = 4 -3dbe V' = 24 =4-3-2.
““W*ﬂﬂwﬂm‘t V) sdde V') ewM=46.3.2.1

‘ﬁrm-ﬂhluﬂlmlmmllﬂlwhp“tq—!ﬁ
12 njdpasnéshém, sq s Eshod klass & variacloneve, kurse shumézuesi mé | madh (i pari)
Eshif i barnhartd me m elementet @ hashkisisd

Per shembull ﬁ'}“ﬂ-?ﬁ} b Vi =10-9.8:7, osé né pérgiithiési pér numeis
S
e variscioneve pa pérsdrite o kinséds L pér a - elemente vien kjo:

Vinetien s do ta sxjerrs me indulsionin selematikor

W Giykimi pér =1 Sxbad i sakod, pasi V' =1.
= Para=i; 1SkSi, @ suposojm se givkimi Ssind i salod dmth.
V! =is(i=1)-(i-2)--{i-(x-1)),
L il quhet supozim indukdiv,
! Lotdjorl mei4] dheledjod 1Sk<i+l.
Pettue prej njd bashkesiz qf pérmban (+ | elemente | lgjmi me radh@” " njé clement do @
faohen L+ | nénbashiés: gé pérmbagsl nga | elemente. Numr | varacioneve 1€ kasés &

[



ey elementeve 1€ pdonpéres i afyre ndnbashkisive, vipas suposimit isduktiv, Sshid e barabartd

i
V! i (i=1)(=2) - (i-(k-1)).
Noiwe gudompéria ey kityre varacioneve né vendin ¢ paré ia shioymé clementin ¢ 1éné, pighers
do 18 fitojmd veriscions o klasds & + |. Numri i pérgjithshim i variscioneve prej f + |
chemenie 08 kiasds & + | Eshif | barabané me-
Ve U+ ¥ slieidi-li=10-6i=2) (i =(k « 1)),
Sipes princepit 6 mduksoni masematikor grykim &shié | sakié pée odo mamer natyror n me
o cilin teorerma Ebié viricha
Nume | veniacondve W klasés ® o clementeve Bxhid
V) =n(n-1)(n-2}n=3)32-1=n,
dmth Salad | barabartd me numnn ¢ permtacneye ey 8 clemente.

@nmﬂmnuﬂmsﬂmnammnm
mund 86 zgjedhet ajo kryesi, nése pdo anétar | kishillint mund o jesé | rgiedhur?

Vére zgjidhjen:

~ Zgjedhja e kryesisé shié treshe ¢ radhitur, d m th varecion | klssés oo prej || elemente.
Prandaj, V| =11-10-9 =990,
Formuls V' =n(n—1){n=2)-(n-(k+1)) mumd # shirubet 02 ctlr formi.
b [ LT fmmulhtdlhl::hmhujnln-uammn-nmﬂﬁl
(n=k)(n-k=1)(n=-k=2),...21 do fsojmé

'in-hl.i'

% Sn fjalé 1& ndryshme prej § shisonjave 18 ndryshme mund 18 formajné shironjat ¢
alfabetit 1¢ giuh&s shqipe, pa marmé parssysh oif sc disa (jalé nuk kané lourfurd
domeihEnia?

Viére agfidifen:
Fjalét o kérkuors prej klasés & nga 36 elemente, d.m.th.

y 36! 3635343332310
Yu {36 - 4! T 43239040 .

% Sa numen katérshifrore, me shifra 12 ndryshme mand 1 formoben prej shifrave 0, 1, 2,
34,5 6,7, 8 dhe 97

L
Gl dhe# prodhimi | Dekartit pér dy hashicsi?
U AxBe{{ny)ize Aayes). ¥ {abpda.b}={{a.a).(ab) (b.a).(b.0))

cal




(C J&> Shirusis it oetha nurarat dyshifore mse shimar 1,2 dbe 3,

Vére agfidhjen:
* Shkruaji elementet ¢ prodhimit 8 Deleartit {1,2, 3} {1, 2,3}
{L2.3px 1. 2.3} = {(L1). (L 2) (L3022 20 (2. 3) (30).(3.2).(0.3)):

Hiuamint & M jank: 0 Te deia prej sumreve shifrst pérdniten, sto
H H i; jant variscione me péréritie i kiasés dytd
13 23 33 prej e clemente, kure ibénohen me
Cjithee; jong 9 (9 =3 3=3"), 7y
p—— =3,

Cdo element prey prodiumis 1f Deksmsn Ax A qubet vanscion me perséritpe i@ klasés
dvii, pre) ag clemente, w ehermente ks bashhésin 4.

w Shkrunji 88 githa mument treshifrort prej shiffave 1, 2 dhe 3,
Virv agjidhjen:

.+ Shkruaje prodhimin ¢ Dekartit Ax Ax A. Pasi prodhimi | Dekanit
Ax A lemi, prodhimi AxAxA=(AxA)A=(AxA)xfL,23]}=

=f(LLn) (Le2) (L3 (,20).002.2). 00 2.3).. . L(3.3.0).(3.3.2).(3.3.3)}
1 Viére ményrin ¢ formami # AXAX A
Cdo elementi prej Ax A | shogérohet element prej bashkésisé {1,2,3}.

. Nummt ¢ kirlouar jand:

' pérsérnje ué kiasés 3 me 3 clemente

% Giitheej ks 77 ume treshifrord, dmth V7 =3 =27,
@, Shiruagi o8 gjitha numeat treshifrord me shifrat | dhe 2.
 Mbaj mend!
Le 1 jeté dhiné bashbbuin A={a,,0, 6,0} Cdo clement prej prodhimis 4
berk | qubet variacion

Dekartit AXAXA A (bushkdsia A si faktor tshaé murré &

me pérsfriffe prej klasés kb nga I“”l“mﬂ
u—ﬁ,—uiuﬂ-

Fﬂ --I'

[ 130



[$> S shikronja 8 Morzout mund 2 formohen prej shenjave themelors ,,. ** e, — ",
nise njt shironjé shirubet mé of shumei me 4 shenjs themiclors?
Viére rgidbjen: e
M e shengé themelone mund 1 shioaben ¥ : =2 shironje.

M dy shenja e 1€ shkruben #3 =2 =4 shkronja.
Mo tri shenja V2 =2" =8 shikronja
H-hh-i-.‘-ﬁhi-ﬂ-f =16 shironjs.
Numri i pérgithsbém | shironyave 1 shkniara éshaé
F".+F}+F}+F;n3n.
(i8> 5 mumrn resbitrore formoos shiin 3, 4, 5, 6 dhe 77
Defyra
(1) Shiusi 12 giitha variacionet pu pérséritye 1 klasés, paré, dysd. etk peey elementeve
a, b, cdhed
(2) Nichao: 0 V2: W VAV,
(3) Zgiiii barazimer: o) V7 =380;  B) 9.V} =5.V..

(4) Su sugnale té ndryshime mund 1 désgohen me 5 fisma 32 ndryshcm néss pirdoren. nga
njE. ngn dy. nga tre, ngs katér flamugj sé bashika?

() Samumea pestahitrore nund ié formoben prej shifrave 0, 1,3, 5, 7 dhe 9 ku mei shile
Ak péréritet”

(16) Sa numr peséahifrors mwnd i formoben prej shifrave 0, 1,3, 5,7 dhe 9 ku shiffs 0
fuk giendet né vendin ¢ paré as né vendin ¢ fundit dhe asnjé shifér &€ mos pérséiter”

Sa numra peséshifroré me whifru U ndryshme mund 18 frmohen prej dhjeté shifrave 0,
1,2, 3,4, 56,7, 8,97 Saka ndbmmjet tyre gi:
a) fllodng me 3,
b) mbarajné me3;
€) fillojné me shifién |, kurse mbarojné me shifrén 47

(#) Né njé stacion hekurudhor jepen signale me ndihmén ¢ § semaforéve. Sa signale &
mdryshme mund 12 jepen nlic shigjetal € ¢do semafor mund € marrin 3 pocita @
ndryshme?

(8) Me ndibmén o shifrave 4 dhe $ shkruaji 1@ gjithd numrat:
8) dyshifrorg;
b treshifrond;
¢} hntdruhifrord



@ Né tiketén pér proguosén sportive gjenden |1 ndeabije. Ni sa mloyra 1 ndryshine dubet
1€ plotEsohen tiketat g 1 fiohen 1) o gélluara, nésa:
o) nuk dibet me sigun ssnjé reroltat;
b nuk dihen resuliaiet ¢ 5 ndeshjeve,
c) dibet se 7 ndeshje nuk mbarojné baraz?

@ & sa minyra mund 1 notohet npl rocnds nd fund o vitit shkollor ok 10 lEnd2 nése:
&) nél 18 giiths Endé mund 8 fiton notd pre) | deri né 5;
b) né dy 1EndE nuk mund o fiton notd mil 1§ madbe se 3. kurve o irl 18ndE noté mé 18
vopel ne 47

Keombinacion! tshié (jald latine kurse do
18 thobé:

® rudhitin ¢ punéve né ményra 1 ndryshme; FS it
B A={a a0}
O iimi] punéve  dryshme QU1 MM Ckeoji 18 githa nénbaskkbsitd 18
@ minyrs ¢ 1 lanjturis ose i pumaric bashkésis? sé dhéné qf kané nga 3
— clorments.
Vitre agfidhjen:

 Hendi | 1@ shkruarit ¢ elemenieve o bashkiésing ¢ dbéné mak &ubié 1 réndésnhdm pra,

nénbashkisitd o kivkuars jank: (0,0.4),l0.0,.0,), [o.0,a) de (a,00)
K&io bashkési paragesln kombinacions 8 less el pray 4 slemenie

. Mbaf mend!

Gdo neabashkési prej k elemente prej ndonjé bashkiisic me 1 clements (£ <)
qubet kombinacion pa pérséritie i kiasés & pre; n elerente
@:mu-ﬁuﬁ—-u—hﬁimi—-'nﬁﬁu

Viére rgiidhfen
a, a, a, a, 0 Dy kombinacsone i klssfy s njéjié jand
aa, t# ndryshme nése kané té pakién njé cle-
'l‘ ment i ndnyablm.

" Pemutscionet o, a, dbe o, 0, oe a @, dhe a, a, paraqusin nj# kombinacion @
njépnl. Giithashr, 18 giths (5) permutacionet prej elementeve |, 2, 3 parsgesin njd
kombinacion 1 njdjd

Shiruaji i giithe kombinacionet prej kissés 1-t nga elementete 1, 2, 1, 4, 5.

e



gy | Numii | kembinscioneve pa pérsérithe prej klasés & preg a1 clomente ¢ shiinogmé me

2.

W Tedotyra | kemi C} =4,
% Mumri i variacioneve ¥, w4:3. 2= 24 #shig 6 herd mi | madh se numsi | kombinacioneve
i€ klnsés s njijié dbe prej numeit 8 njéjiE 8 clementeve, pasl & githa varacionet proj
chememeve krse aio jané 1!=h, paragesin np? kombinacion £ ajgjid.

Virtetiml. Nése shaqyriojmd ciléndo kombinacion 18 klesés & dhe bijmé permutacione
prej clementeve 8 t, fitojmé P{k)=k! permutacione, kure 1 glithé ato pamgesin njé
kombinacion. Prandaj, num i i kombinacioneve pa. pérséritje 1 klasés & prej n clemente
Eshig k! [F[l}-l!}hilﬂimﬁumrrbf:'.d-m.lh.

E:-F[ii_]-

Pasi V= —% _ pe Pl)=R!  viomse

e 3
!
s (n—k)p !
c K ki (n-k)
Eﬁ-”ﬁ:ﬁﬁﬂm“ﬂhmﬁﬂmhﬂﬂltﬂ#ﬁﬁn&ﬂﬂumﬂnﬂ
nidryshrme mund 1€ béhet oram | mésimeve sipas ordve, ashiu g 6 oré 18 jend 18 lndive
i ecdrynhme(?

Vérr rgjidhfen;
+ Owrarit ¢ furmsar paragesin kombinacione pa pérsérite 1@ klasés 608 nga |0 elemente, pra

Vi 1098765
b ol B el Y
f:, 'p{.“ 1-2-3-4-5-6
MNign 15 knr shembujt véren se mamn o bombinacioneve Sshif mEReT naiyTor,

d C* = nl
e e

. Shpeshbert numri | kombinacioneve € bEnahet me :}m

210,

[ -[:} (kS n) (lexabet . mbi k"),

‘-!- Ea - ':i ::5-5"-3
Pér shembull € [I] aG_an o=t [i} 1234 >

o



o o e g

E,;, Vineose a)Cl =C™, b)C +C =C) .
Villrw viirfdionin;

n n al al
Y C* dheC -
RO G = U"H{u-tn G '[n-t]':u-m--{--tm (n— k)Lt

vijon | ¥ "1l ™ | Kjo vetl tshet & njoker i veti & simesrisd 1f kombimscioneve.

e (e

Al nl
b) [t]‘[l-l}' B(n-k) (k-Di{n=(k=10)1
n! n! nl{n=k+1)1+nlk
“RE-1)(n—k) (k1) (n-kN (k41 E(k-1)(n-k) (n=A+1)

nl{n-k+1+k) (me1)t nél
2 Kl{n=ks1) ﬂ[. t""k i Kjo éshaé vetia adtive ¢ Lombinacioneve

o (Y H (MG

NE sa ményra i ndryshme mund & formohen ckipet, nése 12 drejién pér né gars kang
12 nxénés prej naaj shkolle?

C | Neve prel m lemenueve e dryshan formojmé Kombinackone @ Kaeés &, shi g 3¢

ehernent mund 1 pérséritet k heté, wiéheré ftojmé kombinacion me pérséntic ey

Klasés k prej m clemenie.

7> Shiruaji 1@ giitha kombinacionst me plrséritie prej kissés: 3) dysé;  b) wreté prej
-ﬂ—_ull

.;_ wilL 112, 122, 222

Numei | kombinacioneve me pérséritje shénohet me Ca (8 kitd rast, k mund 1§ jetd
edhe mé o madhe s ).

!vm, C3m3, kuree O3 =4,




Et}ﬂhhiﬂjiﬂgjiﬂllkmﬁminﬂﬂmpﬁﬂ-ﬁﬁjﬁﬁklﬂﬁi o) dyté; b) tred prej
clementeve 1, 2, 3, 4.

Vire sgfidhjcn: b) Shkruaje permutacionin ¢ pars
] L 12 13, 14 themielor né 3 rreshia:
rdr 3 23, 24 | 2 3 4
33, 34 1

- 44 i 2 3 4
Ei=10. i
1 2\‘-3 4

Kombinacionst me pérséritje formoben né kit ményré:

" Prej coebitit i8 pard memen glwédo elemente dhe | shogerohen rreshif 8 dyts elementit g&
dahtd nén 0té | cili Exhi= marré ose nga i djathti, pastaj prej rreshiit ¥ treté merret clementi g€
éshti¥ nén tanimé element 18 marman nga meshti i dyté ose clementi | djathié etj. Duke e zbatuar
keté menyré pér ¢do element nga rreshes | paré do 8 fitohen t8 gjitha kombinacionst &
mitHnn:m:pEmﬁ':u:ﬂ i;l.u-l.-n.!vli_

! i = o Kombinacionet me pérséritje
+ prej klasés & formohen né 12
nj&jlén ményrE, por ng kEE rast
permutacioni &sheé shkruar né
k rreshia.

Mbaf arend?

Numri i kombinacioneve me pérséritje njchsohet me formulén
Ca =Eq-H':
l. [
Pér detyrén paraprake kemi:
. R 1 6!  6-5-4.3.2- l
Ciml ) -
TR N6 135133
@} Njé shitore disponon me lule né 5 ngjyra 1€ ndryshme, NE sa menym mond 18 bhen
bugeté prej 3 huleve?
Vire zgfidhfen:
' NE buget mund i jeni 8 gjitha luled me ngjyré 18 njgjiE, & gjitha lulet me ngjyra &

nﬂrﬁl_lm: ose dy lule me njé, kurse e treta me Getér ngjyré. Domethénd. kito jand
kombinacione me pérséritie (& kiasd 3-t8 prej 5 clemente, pra

- 6! _T1-6-3
Ca=Cl, =C'= :
=l TS Ty 123
[R=>> N njé tumir shaliu marrin pjest 10 shahistz. Sa ndeshje giithscj do té luhen, nése
gdonjéni duhet 1 humn nga nj& herd me gdonpérin?




Petyra
(1) Né gk éshi mbryshimi ndérmjet variacioneve dhe kombinacioneve 1€ kiasés & peoj
elemente?

(2) Shkrunji 1& gjithn kombinacianet pa pérséritie & Klasés: ) 1; b) 2; ¢ 3, prei
clemeneve 4, 5, 6, 7, K, 9.

() Trego se éshié | wukid bararimi
NG +0 =0  BWCL+Ch=C),.
gl ot
N =3 WSCl=C.: «Ci=35iV =840
(5) Sa trekinadisha 1 adryshim fitohen nése kulmet o 18 ciléve jané kulmet ¢ gjashié-
Lénckéahur®

| ) Sa kishilla 1 nedryshim ¢ pérbirt prey S muénés dbe 2 profisnne mund 18 formahen pre;
gjithae] 10 naénés dhe 4 profesord?

(1) Sakombinacione 1€ kiasés 4-16 prej clementeve a, b, &, d. e, /. g | pérmbajné clementese
b, ¢ dhe ¢! Shkruaji aio kombinacione,

(X) Sa kombinacione 1€ Klasés 312 prej elementeve 1, 2,3, 4, 5,6, 7, 8 mik i pérmbajne
elementol 2, 4 dhe &7

(9 Same shumé drefiéza mund 1 térhisen nEpér 10 pika gé shiriben o2 njé rrafsh, prey 3
ciléve: 4 pika shirihen né njé drejiéz, 3 pika shirhen né drejieain testr, kure W therst
Jné né gfarddo porie’

(#0) e sa pilka priten 30 drejtées of shiriben né wjé rrafih, nése 16 prej fyve jané paralele,
kourse 12 kabojné népér njé pike?

(1) Shikruaji it githa kombinacionet me pérsérinie 1 klasts 516 nga slementet 1, 2, 3,

(12) Sa kombiacime me pérsérie mund 1€ formohen prej 3 elements B klases 6-1¢7

 Kurehu!
w0 (a+b) 2L | ashen; w b} (a+b) =a+ix
w <) (a+b) =a® +2ab+ b ® §) (a+b) =o'+ 3a'b+ Jab" +b";

w & (a+b) =a' + 4a'b s a’b’ + dad’ + 5",




Vire: Shembugt ¢ shhruar tregojnd se shkalla ¢ binomil kn ndonjid formi 1@ megullte.

+ Forma ¢ zbhérthyer ¢ shkallés 58 binomit Eshig polinom.
* Numri i monoméve nE polinom Ssht gjithmong pér nj# mé | madh se reguesi | binomit,

© Shknlla ¢ pdo monomi éshié ¢ barabart me treguesin ¢ binomit

Koeficientét ¢ monoméve né formén e shérthyer t& fuqese £ binomit do t'1 ppragesm ng
kil akemé,

1-
(a+b) ——= | 5 N w s |
Kjo skemé quiser trekémdéshi § Paskalit.

Dike & sheqyriuar rekéndéshin e Paskalis mund 11 viremé kbt vet

1. Trekéndéshi Eshié harakrahas dhe S fgure simetrihe nf lulbye mo lartbuind nds

huzts, Né gdo rresht koeficsent) § par dhe § fundst jané tf barshan? Grirthashtu, i harshané

jani odhe kooficiens® qé jané njé log & larguas prey 16 shagshmve, | dyt dise | parsfundii o
LI pdo rreshn, endien pad W pani duné | barabartc me shumén ¢ dy anctmrdve of jand

drejtperdret min asé

p sk § shifiydruar kito njoken nicheo: o) (a+b)' ;b (a+b]).
Vére sgjidhfen:
b Méss e variubojmd vehénddubhes ¢ Pakalst odhe per njé rroshi, dat' ) fitoyme koeficientit
e binomit (a+b) . ks sio jnd
I, & 15 20 15, 6 1, pa

(a+b) =a" +6a’b+15a"F" + 2a'h' +150°D"  bab’ + 5"

Sagurht, kpo ménryrE péx caktmmm ¢ koeficienteve @ monomeve né formin ¢ rbérthyer,
qubsin Aorfcleai ¢ Sisemt, nuk &hig | thjzshid dhe | pérabisiahém, veganidrishl nfse
tregaacu § benamel dabie nurmeér | madh.

Ta shyriopme eube myé here trekinadéshin ¢ Paskalit



Eahité ¢ gand se koeficsnidt ¢ binomi jand punws natyrord, | njéjie sikurse numri i
kombmacioneve dbe do # regojmé se ato mund ¥ shprehen me pumein ¢
kombisscioneve.

Koeficientét ¢ binomit dhe sndtar | fundit jand 18 barahand me |, dm.th,
" n
[oH{2F
¢ Koeficieni®t ¢ binomit b anBtarit 88 dyié dhe & parnfundit jong & barabartg me tregue-
lil'ﬂlﬂllﬂmd.m.ﬂl[:]i[ﬂnlliﬂ‘
Vetin & paré e wekéndéshit t8 Paskulit vijon prej simetrisé o8 kombinscioneve, d.m.th,
rl n
<)
Vetln & dytl @ trekéndéshit (8 Paskalit vijon prej sditivitetit @ kombinacioneve, dm th.
n“+ " n4l
B (e-1)7 »
Pér shembull, {;}»[’:} [;} pasd 64+ 4=10.

Prandaj, kocficientét ¢ binomil paraqesin kombinacione ™, ka
ke {0123, n-1n)
Pér abérthimin ¢ fugisé s binomit (a+5)' vien kjo

Kjo formelé quber formule ¢ bivomit e formowls ¢ Njwtmdr of cilén do m
pérvetbsopme & i k)¢ pa verienm

[i} Drsie e shatisar formulén ¢ binoemt fugurope bioomin (5 + 2)

q.nrr[:?[:}.-.p[:}'.f*[:}f-:n.[:}e-m[:].-h{:}r.
(e



Sipas vetisé pér simetri & koeficientéve té binomit, kemi
6_(6)_, (61 (0)p (6)_(6)_65_,, [6)_6:54_
oo CHsy= GFp s a5
Prej kitu vijon (x+2) =" +6¢"-2+150" -4+ 20¢" -8+15 16 +6x-32+ 64 =
=x" +12x" + 60x" +160x" + 240x" +192x + 64,
{;“,;- Zbértheje fuginé ¢ binomit: a) (3+2x)';  b) (2x-5)",

B} Cakio shumén e & gjithé koeficientéve 12 binomit {a-d-b]'.
Vifire egffalfen

W# forrman]l Bnoe Rinoemiis

{a+e-]'=[:]a"+[r]a*'h+[:]u"'“b‘+...+[:}a"*b'+...+[E}r‘.
me ::E::dréuz:adh:&m: 1. fitoimé 2'=[]+[f ]+[: },,4.[: J++[:]
Shuma e 12 gjithi koeficientéve t& fugisé s& binomit (a+b)" Eshié:
RV
B> Cakto sadtarin ¢ it 0f ablithimin c fagisd 88 binowit FI?:_ l]z._

n 12 121 12-11-10-9:8-T }
=792, kurse endtari shid
[7]“[?}'1:51' TN1.2.3:4.5

12y 1 {F’ 1 (1
L=l H=1 4-i—|=1198—|-— |=-1.
[TJ[#‘EJ [ u] ?2[ n] ;
Ke kujdes, & i fiton 12 gjitha vierst me mdhE 0, 1, 2, ...n, pra pér anfrin e eté k=7,
Mbaf mead!

(iurédo nnidtar 0 ehirthinmin ¢ fuqis? 5& binomit (a+b)" Eshié i harabhret me

=

ﬂﬁln +h‘t.k51

k



@' Calcto anEtarin ¢ mesgm & rbérthimin e fugisd s& binemit [j}:—:]’.

Detyra
(1) bértheje fuginé e binomir

) [%+%J. I:}[.t—i].: o) {I-I-\";}‘.
@ Njchso:
9 (1-v2):  was); a@e-ih

(3) Duke ¢ rharuar formulén ¢ binomit njehso:
8) 0,9%:;  b) L,03" me saki®si deri m kattr dhjatore.

(#) Cakto shumén e koeficientéve i binomit né zbérthimin ¢ fugisé & binomit:

a)l (1+x)": B (1-x)"; c}[%—:%]w.
(5) cako

a) anbturin ¢ shiaté né zhérthimin ¢ fugis? sé binomis (a+§3) ;

1]
h}maniimhunammsﬁqmamnuwl(i-ﬂ] ;
o) antarin e trembédhjetd né zhimhimin ¢ fugisé & binomil [F:—J—I.ﬂr].- nése

koeficienti | binomit t8 anétarit t& tres Eshad 105.

Cakto ahé anétur né rhérthimin e fugisé =8 binomit
LV
a) [-t"i";] i cili nuk varet prej x; h) [ﬂ"ﬂﬂ}u Qe pérmban .

Shuma e koeficientBve 18 hinamit (& andtarit 18 pars, 1 dyid dbe t£ tretd nd zbirhimin

e fugisé sé binomit [.:’ +£] gahi 46, Cakto anétarin qf nuk pirmban x_

() Anétari § wet ni zhérthimin e fugisé & binomet {1+ 1" ) Ehié i harsbarté me
1000000, Cakio x.

=



| Natyra gjendet nd nj# 1évizje 18 megullté. Kjo lvizje karnkierizohet me ndryshime 18
A rregullta 1€ njé giendje né tjetér &sheE ngjarje. Mgjarja &shi@ kur ditén do ta ndérron

nista, kour pas verés 88 nxehig vien vieshia me shi, kur do 1€ fitohet 0 loto, kur do 18 lindin
fRenijé treshe, kur nd rrupt do 8 takosh dashuring e viet®r, kur do 12 ndodh térmet ose vershim,
Ngjarje Eshif kur né zgjedhjet pardamentare do € vien deri 08 nd&mimin ¢ geverisé etj.

Ndodhin e disa ngjarjeve mund sakisishié 1 parashibet dhg ngjaria & sqarohet. Pér
shembull Kur do & nadodhn ermEsam 1 Lhelln ose Hénes, Kur do @ bEset regjisrmi | banonéve,
pasi sakidgichy diben shkager plér kéto dukuri dhe kushiet nén 8 cilor ndodhin, Megjithaté,
konstatimi i ldhjeve ndérmjet kushteve né njé ngjane ose proces nuk &hed gjithmond |
lehid. Ekzisiojné procese ose ngjarje kushiet e 18 ciléve nuk mund 18 vérehen dhe pér & cil&t
nuk ésite & mundur 1@ zbulohen ahkaget. N¢ KEE rast nuk ekziston mundést 18 konstatohet
rregullE | lig) pér cakiimin dbe pormshigimin e saki# i atyre ngiarjeve. Pér shembull, ndodhia
¢ 12rmetil nuk &shié ¢ mundur sakigsisht & parashihet, pasi ouk disponohet me fkie &
mjaftueshme g ¢ shiaktojné. Fitimi né loto nuk mund 12 parashibet. Lindja e fmijés mashiull
ose femér, glithashiu, nuk mund 5 parashigohet. Por, pérséri ngjaret kané edbe karakteristika
dhie ligzjshmiri o6 pérgjithshme 1 cilat jand 12ndé e stadimit i8 disiplinés Ginses dhe statistikis

Teorin e gjasés Eshté pjesé ¢ moiemotkes, fllimet e t8 cilés jané té lidhurs me emrar
¢ matcmatikandve frangez B. Paskal (1623-1662) dhe P. Ferma (1601-1665), té pérkushtuar
né lojérat e lotos. Bazat teorike 18 kisaj disipline | ka vEn mutematikani rus A Kolmogorov
nE vitin 1933,

Sot eoris ¢ giasés ka zbatim 12 madh né disipling £ ndryshme: astronomi, biologjl,
gjenetike, ekonomin tekniké, jetén shoqérore politike etj. Sot né baté nuk ekziston disipling
né ¥ cilén muk eksperimentohet, hulumtohes, vierésobet pér ngjarjet ¢ ndonjé ndodhie,
Detyra themelore e Teorisé 82 gasés éshiz getjn e lidhjeve ndEmmjet ngjarjeve té rastit,
caktimi i ligjeve 12 cilét viejng, gasat dbe pérkufizimed e tyro t funksioneve & mund&sajngé
shatimin  tyre né shkencat tjera dhe né praktike.

Drihet se v studiusrit e dukurive natyrore dhe shogérore ndodh si rezultat i shgyrtimeve
1€ ndryshme, eksperimenteve ose vEshirimeve. T'i shqyriojmé kéto eksperimente,

[:Ei" Prej kutisé me 5 topa 12 bardhé 1# sh&nuara me numral prej | derl mé 5, nxjerga ¢

Tjé bopi. m



© Reubtat | eksperimentit 62 kryer 8sbul nujerris ¢ ¢farddo wopl.

' Sa heré mund 1§ axirrel nga njé wop?

E}mm:mum-mam&niﬂu
= seroplani teknikisht 1 jeté né rregull;

- né seroport 1 funksionojng & giths mjctet teknike;
= i jenéd inshiet kobore W mire

Pas vEshibrimit i kryer &shig | mundabém seroplani b8 futuron’’ ose .18 mos fluturon®”.
- Sa mundési 1# volimbme ka ky elsperiment?

[E:- N tavoling jané hedhur dy sare homogjene 12 cilét né faget e tyre i kand 1d shiypura:
1,2,3,4, 5 ose 6 piks.
Rerultati i kétyj eksperimessi mund 12 paraqitet s gift | rcdhitur (1, ¥ ), ku 3 éabibé numér
1 prifve nf fagen ¢ SPErTE 12 npr e, kurse b Sxhoé numet | pukdve 18 fages o vipérme 18
rant tetér. TE giinha mundésiné ¢ ehsperimentit mund # pérahkruhen me bashkésing
ﬁ={{;. Mz re Il.lll.!.lﬂ. burwe clementet pend

234560 {1 2.3,4.5,6)= {(L1).(0 2).(L3). — (20).(2.2). . (6.4).(6.5).(6.6)}
Kt juné Vi = 6" = 36 clemente, (Pérkujiobu né VATIBCSONE me parséritye)
Mbaj mesd!

Cuoeksperimentnénkupion gdonjérin realizim 1€ bashkéssé me e komplekse
Cdo rezultat ose ecuni | ndonjé cksperiment] qubet mgfare pér w2 ckaperiment.

Termi chaperiment nd kuptimin e gjeré | périshin cksperimontot g organisohel dhe
realizohen né laborstor, por | pérfshin gjithashiu, edbe llojet ¢ ndryshme & véshirimeve ku
ehsperimenti ka kushie pasive. Vetia tietér & ehaperimantit qindron nil std se rerultatet nok
jané npdvierésisht %8 caktuara
[:4} N tavolng &é hedhur monedha.

Cilat nganie dhe ¢far ecun ¢ ki) eksperimenti mund 12 realizohet, nése verehet fageja
& Sy o e ing T

Eshi ¢ qarté se njohja ¢ kushieve pér kryerjen e njé ngjarje 8 do W ndodh o nuk
do ndodh. Ngiaryea € sullé qubct sgjarje rastd Ngiaret ¢ rastit jané: fitimi né loto; parsgitia
o Ehemsbs’” ose mamni™" gheie hadhjes 58 monadhi; myjermia ¢ lopeve € bardbE cee 18 kug,
paraqita & numT Gift 1 pikdr oF fagrm £ sperme 1 fa o



Pér ngd ngjarje themi ne EshiE e rastit kur veprimi i snj geié realizimit 1 ndonjé
ekaperimenti ose véshtrimi nik mund me sigur & parashibet

Ngjarjet € rastit me hutje 8o 1' quajmé vetdm ngjane dbe do 11 shénojmé me A, 8, C, D,
Mé shembujt & pérmendur ¢do eksperiment, né nndie 1 pendryshuen mand i péradritet
gfiwrido herd, por rezulum nuk mund me sgar i parsshiber.

NE pdo csperument chrsion bashkes: © mparieve 1 veganta

Bashikfsis ¢ mgjarprve & vogenta W cilat paragesin realizim { eour) e njé ekspermenti
sahin qf gjned realizimit 1 sksperimentit vepron njéri dhe vetém njén prej tyre, quben
agjarje clementare, kurne bashkésis ¢ ngjarjeve elementare qubet bashhisla o
aglarjeve elementare per eksperimentin ¢ dhind,

Ngjarjet elementare do 'l shénojmé me £, £, K., kurse bashkésing « ngiarjeve
elementare me £l

NE detyrén | ngjarje clementare jang £ -nxjermja ¢ topit me numés |1; £ - nje-
Friae topit me mumde 2 et Bashbyis ¢ ngjarjeve chementare éubeé O = [E, E, ., .E, .E, }.
Né detyrén I agiare cementare jané: F, - scroplan @ futwron dbe E, - scroplan: 1€ mos
Mutron, kurse 0. = {E,.E, }. N& detyrén 3 gdo ccuri, dm.th. ¢do ¢ift | radhitur 8sha2 ngjarfe
clementare. Ngjarja E, = (1,1) do 2 thots faqja e sipérme e zarit 12 paré kn | pik, kirve | dyti
2piké. Ngjarja £, = (2,1) éshaé i nryshim prej mijarjes E., pasi cifti | emdhitur (1,2) = (2,1),
Nghrn E, = (2.1) do # thow se auri i pard ka 2 pik, kursé 12 | 3y1 | piké. N detyrin 4
ngjurje elementare jané E, -, parnqitet stesna” dhe £, -, puragitet numd”’, kurse 0. = {E E }.

@ N& tavoling jané hedhur dy zare. Pérshkrasji ngjarjer

A={ NE o zar 1l fagen ¢ sipErme ka numdr gift 1 bersbané  pikive |},
B ={ Shuma ¢ namr W pikiéve né fagen ¢ sipérme W& zarit dshaé 2 ]
€ ={ Prodism: 1 mameit 1€ pikive b fagen € sipérme 1 carcve nuk Sshe mé i madh s 4 |,

L1



Vire zojidhjen:

| Mgjmja A vlon ke o 6 dy casel of fagen e siprme paragiet momer | bammbane gin |
| pikive,pra A ={E,.E,.E, }. ku E, =(2,2), E, =(4,4) dbe E, =(6.6). Nujarjet tjera
Jjund

#={(L1)} dne € ={(11).(1.2).0.3).(L4).(2.0).02.2).(3.0).(4.1)}
% Ngijarjet A dhe C jand ngjarje 1 nd@riikuare, pasi gdonjén prej tyre pérb&het prej mi
shumé ngjarjeve elementare. Ngjarjs ¢ pirbéré realtzohet nése gfarédo ngjarje e tj elementare
wijon prej eksperimentit.
@b NE tavolind Eshi# hedbur zarl. Caktoji ngjarjet clementare t# eksperimentit. Cakto

bushkEsiné e ngjurjcve clemontare. Pérshknumji ngjarjet:

A={ Né fagen e sipérme 1 zarit paragiet numér gift | pikéve ).

B = { W fagen e sipérme 1 zarit parngitet numér tek i pikive }.
C ={ Numri | pikéve né fgen & siperme 1€ zant sbié mé § madh se 6 .

Per disa ngjarje nd natyré, né shogén dhe i jetén ¢ pérditshme mund me sigun &
Elykojmé se do & ndodhin, kurse pér disa ngjane, se nuk mund 1 ndodhin, Ngjarge @
cakiuara ndodhin rastEsisht, disa kané shans mé 1 madhe, kurse disa mé 1€ vogél pér realizim,
Varésisht prej asaj qf u thekusa paraprakisht kemi:
- 1. Ngjarje tF sigurtn. Nj2 ngjarje themi se &g e sigurié, nése sjo gjaté ushteve @
dbéna me wiguri do & ndodh.
- E sigunté Eshi€ sc pas dités vien nata, kurse pas natés vien dita.
=~ E sigurtd &hig se wji eshié materia themelore ¢ Tokés.
- E sigumé éshig s shoderia soctelogpksht evoulnhet,
- E sigurié Eshié se barn ¢ [etés moteriale Eshid produkdtiviteti | pursés,
- E stgurtd &shié se proj kutisg ng 1é cilén jgenden vet#m topa t& bardhE do tf moerrim top o
bardh.
0 Ngjarja e s-gurtd § pérrmban t@ githe ngiarje elementare, dom.th. bashk#sia & ngjarjeve W
sigurtn &shié (L

2. Ngjurjei e pamundshine. Nj& mgjarje qubiet £ pamundshme, nfse sjo gint lushteve 12
dhénn ouk mund (8 realizobet,

- Wik ABahed p mundehme Toka 8 ndalet, 18 mas rrotullobet rreth Diallit dhe resth Beahest
Vil

- Miuk fshid ¢ mundshme (& mos ket batica dhe zhatica,

- Nuk éshig & mundshime né upé 18 paragitet edbe elementi 1 treté

- Nuk &shié e mundshme kéthimi | sistemit t& vpetér shogéror dhe sundimit robrues ose rendi
feucal net forendin @ oyre klssike

-




= Mok éubitd ¢ mundshee proj kuteé plotd me opa 1 2 W& nuiret op 1 bardh.
- Nuk ésiné ¢ nneishme g hedhjes o &y mreve shuma & pikéve ne fagen ¢ uipérme 1
i mE o madbe w2
- HashicEsia ¢ mgancve chimonian picy ngpancye IF pamundashme éabil bashi 2 ¢ dhrarti,
dmih =0
Nigjarpe 1 pamundshme ka po 5q. s2 ka ngjarje o sigurta. Zakonisht, negacioni | ngjasies o
Elgund tahil ngjane & parmuendshme dhe anusjellts.

3. Nglarjo tf kungirte, Ngarjen ¢ kundén @ ngiarjes 4 ¢ shenome me A dhe 5o
ndodh stéhers dhe veldin mihest kisr ndodh ngjara 4.

= Gjaid hedhjes 48 monedbés kemi dy ngjarje elementare, ose parsgitjn € $1emis ose parsgiys
o numirit. Nése njira prej tyre S ngiara 4, stBhend tetra &hié ngjarja o kundén A,

- Cljatd hediyjes o8 zarit ngiarjs A ={ parsqitjs & numrit gift 18 pikéve }= {2,4,6).

Nglarja ¢ kundéné e késaj ngiarje éshté A ={paraqitja ¢ numit ek 1f pikéve }={1,3,5}.
- Sa jand adémypet veti nggana ¢ sigarié dbe ¢ pemundshime?
Prey pérkufizemit @ agsareve clementare vjon ALA=0L

7> Né mvoling sehnd hedhar rar a
Ngjarja A ={ N& fagen ¢ sipfrme 18 zarit ka § piké |, Pénbknaje agiarjen A.

4. Nyjurjet ¢ vetme 1§ mundshme. Ngjanget A, 5, C, . jané 12 vetme 1€ mundshime nbse
o pakién njéra prej tyre do 18 realizobet ol rexuliat | cksperimentit..
= Gjaté hedhjes o monedhés ngjarje t8 vetme 2 mundshme |and: paragitja e stemis ose
paragitja ¢ umril, Ngane o et ook ke
= Cijusd heddhjes 58 marin ngjarie o vetms & mundshme jand: paragitjs e |, 2, 3, 4, 5 ose 6
pikive nd fagen ¢ vpérme o€ zanit. Ngjarjs ¢ shtabd nuk éshié ¢ mundshme,
Ngane ¢ venme & mundshme formopnd sotem 1@ plo @ nganeve.
5. Ngiarje 1 barsbarts ok mundshose, Nganet jusd 1 barabarta tF mundshme, nése
et hushieve o myéyta mik ba shkage obyckiive sipan 18 cilés njdra prey aaneve mund
1€ roalizohet mé shpesh se o e
- Parnqutin ¢ stemés ose renrt gjaté hodhies & monedbis jmé ngare i barsharts & mondshme:
- Niése né kuti ka 6 topa 1 bardhé dhe 10 topa 2 1. ssfherd nxjernia @ wopin tf bardh nuk fshué
tijg|wrje @ barabari# ¢ mundshme me nygiaren e nxjerrjes o topiy @ 56,

EHM-ww.ﬂﬁl}ﬂﬂm-ﬁﬂ-*
parugitja e njgrés ngjarje e pérjashton mundésing e paragitjes i ngjarjes tetsr, d moih
ato nuk mund (# reslizohen nj#kobésishi.



= Parsegps e dy momrave @ ngéged preg | den mé 39 grank ibrhegies sé booos nuk mund o ndodh.
- Ngiarjet ¢ kundérta 4 dhe E#WE“ Anasjeitias muk vien, d.m.th. dy
mgjurpe W8 papajtueshme nuk jané gthmons 12 kundér, Pér shembull, ngjarja A - pamgitja
e numrit ¢ifk o pikéve giaté hedhjes sl zarit pérbEhet prej nglarjeve elementare £, £, dhe E,
t& cilnt jand disjunkte, por nuk jané 1@ kundéna..

NE mpE tavolind dabid hedbur ran Jané dhéné ngisner
A = { Né fagen ¢ vipérme 12 rarit ka numér ¢ift 12 pikéve ).
B = { & fagen © sipérme 1 rarit ks numér 18 pikéve 1@ plotpjeséueshém me 1}.
€ = { Ne fagen ¢ sipérme W8 zarit ka mumdr ek 18 pikéve }.
Pérshlcruaji ngjarjet A, B dbe C. Cllét prej ngjatjeve 16 dhiéna jand 1 papsjiuesheme’

Detyra
(1) Prej bashkesisd »¢ mummrave maryront ajdahifions rgiodbet nié mumér. Cakio
hashickaund ¢ ngianeve clomentare. Pérshkruaji ngjanet:
A - sl rgpedhur numri 3, § - Eshié egjedhur numdr tek 1€ plosépyestueshém me 3;
' -tabu rggedhur numir tek; D - Eshié zgjedhur numir g& nuk Bshté mé | vogél se 7,
£ - tahté agjedur numr gf Sshid mé | madh se 9.

(2) Shiruaje hashkbsiné ¢ ngiarjcve elementare 1 eksperimentit
a) hedhya ¢ dyfishit ¢ monedhés, b) hodhys ¢ dyfishié ¢ sarn,
¢} hedhja ¢ mpfkohisnbme ¢ monodhis dhe it

(3) N3¢ makiné pér testim 1€ megullshménisé o€ llojevs 12 sendeve 18 cakuara funkslonon
mahiu 9 nése sendi dahus nd repull, do 18 ndiret ngjyru o gjelbér, por nése nuk Suini ni
rregull, do 1 ndizet ngjyra e kuge. Testohen 3 sende. Cakio bashkésing ¢ ngjarjeve
elementare. Pérshlonuaji ko nigare
A vakibuisht njé send Eshed mé rregull; B saksbsishs dy sende jand né rmeguil.
€ 16 pakaém mé send &vbué né megull. [ 1 pakién dv sende jané né regull

NE avoling jand hedhur dy mare homogjenc. Pérshkruaji ngjarjet:
A shoma e pikive 1 paragiters né faget o sipirme 1 i dy mareve Eshi numir gift;
B: whums e pikéve 1 pemgiturs n2 faget e sipime & dy sareve dshid méE o msilhe se §2;
C nl 1€ dy raret parngitet mmidy | nEeE i pikbve;
[ né 1 dy raret jané paraqitar piké shuma ¢ b crléve éshad mé 1 madh se 9.

@ﬂﬂﬂhﬁnmmmhﬁéﬁilﬂﬂmw
elementare.

[



o
E

L Shpeshher? nt jetén ¢ pérdishme ndfgioymé ose themi: me gasd st do 12 bee shi, ove:
me ijnsé nesér do 1 jeté dita me diell, Giitashtu, konstatime 1@ kétilla behen edbe né
shumd rrethana 8 réndéashme dbe mé gjerd, natyrore dhe sociologjike. PEr shembull, gmé
dbjerd viteve 1 ardhahme me gjasé do 1& bihet laborator nié Hing, né 20 viter ¢ ardhshme me
giasd do @ ghendet Boj | n i encrgjisd djegiee @ do I pévEndéson nafién, me gusé do 1@
gendet bar kundér kancerin dbe sidés otj. Gijithashin, shpeshher® themi: me pak gjasé Eshis se
do 1 fitoyme premimé né oo, mé me gasd hié s do b8 fivosmé ndonjd tim 1 ol me mé
whismé gjesé Exhié sc nuk do 1 kemi finm.
Konaatimer ¢ ket lln o speflim mnljaktivishe, né basi 1 f dhénave 1 cilat | posedogmd,
il buzd t8 informatave dhe pérvogave (& cilat edbe vet | kemi pervetéeusr. Prands) éshié e
réndésishme offektfviobe i vierfsoben mundisid ¢ gdo ngjarpe & rastit & realizohet, me
koushse prej md part & npohura. Karakterissika numerike e cila objektivisht ¢ knrkierizon
shkallén ¢ mundésiné st mdonpd ngjarpe # realirohet nén rmethana 1@ cakiuara # cilal muond @
plrsdraien slnané hert (pra odbe né pakiufi) quist glesd (o glais matrmatibe)

E} NE njé loti kn dhjerd opa, prej oF ciléve njE | bandh, ke i terSt jané 1€ n. T2
cakiobet giasa e ngparjes A: & nxmret top 1 bardh.

Vire zgjidhjen:

O NE ksl eksperiment nxjerria e njé topl dshel ngjarje elementare.

Supozojmd s 1 gjitha ngjarjet elementare jand ne gjasé 1€ barabarta i mundshme, Nxgermgen
e topit i bandh do ta Bogermim pér ngjarje @ volitshme. kurse axperria o topdt t# 5 pér ngjarje
i pavoliuure

Blasikisia ¢ ngjarjeve clementare &obit 0 = {E, ., . E, ... E, |}, domething ks 10 ngja-
e clemeniare, prej i cilave veiém njér Sshi€ ¢ volitshme (ka veiém | top 1 bandh]), kume
ndinld jané ngange € pavolitshme.

Numri | ngjarjeve 8 volitshime dhe o pavalitshme tregon se né njé sen proj 10 njerr-
Jeve ekxiston nj@ mundési 1& ngerrim top W bardh (nginre ¢ volitshime), kurso nénié mundSsi
¥ nxjertim top 0 2. kjo nuk do @ thoté s nd gdo seri prej 10 nxjerrjeve, @ kryem né ki
mlmyrd b pas mujerrhes topl 18 kithehet né kuti, do 2 nxjerrim nj@ wop o bardh dhe 9 of 1.
Mlund  ndodh o disa seri 1 para prey 10 exjermjeve i topit 1@ bardh i nxjerrim njé herd, dy
hiert, tre heré one mié shumed hert, por mund o ndodh sdhe né pérgyithés 1 mos e pjemm.

. Hulumtimet tregojné so of numér 1 madh 1 serive gsé ndodhjes s& disa mpaneve con-
ston ligjahméri o calitusr @ ngjageve 1 rastit.

" N tbeldn gé vijon do v tregojmé se topi | bardh do té paragitet rreth 10% prej mumeit



18 mxjerryen N4 kitd shembull n = 10 éshté mumn | agsarjeve clementare, kirse m = | Sahid
mum | agjarjeve 1 volitshme. N (m) Eshe2 numri | 4 gjiths agjarjeve 02 nj seri, kure &
Esbu¥ numi i cili tregon s heré &iné realumes ngyarja ¢ volitshme nE sering perionése, d.m.1h.
sa here Eshié mjerrd wope 1+ bardh nd aié seri

- f.{ﬂ]-%#ﬂhkmn{ﬁnﬁl]:ndrjud.

Nin) | & j[n}J-_ B | Té dhinst 02 wbelé do 1 thott:

el Nim) | = plr shemibull né sering [11, 1000

['1 - :‘3 : hert Eshié nxjeré njd top (pas

angerries topi Léthehet né kun

m 1000 | 108 oo ol . m:hmltﬁi A -t

IV ] % Tas 0104 81 | 108 hert, kurse frekuenca eshiz

v 12000 | 1240 010 0ol 0.108.

Vi 24000 | 2452 102 H.LI.._

Prqﬂulhnl:ihﬂul‘bﬁununugjl:jﬂl - nxjerrja ¢ topit 1@ bandh lemon ngs numn
ﬂl- .*mmlmnwwﬂuﬂm&_ﬂipﬁﬁﬂhl
wwmrm

Uijasa s S0 02 realuroher nggana A - ayjertja ¢ wpa o bandh dahié ILT'HHHHHH
ﬂ‘“'ﬁ (P tshsé shicronjs « paré ¢ fjabés Istine probabilitas, of do i thou gjasé-
probatulivet)

B Pérkufizimin klask pér giasén o ka dbénl matematikani frangez Laplas {1749 - 1127)
1 né vitin 1812,

Bashkisia ¢ ngyaneve clomentare ke 1 peté £ < fandme dhe ke 18 jetd 0 ourmn | aganeve
clemnentare 18 cilat jané 12 vetrae & mundshme, 1 berabarta # menduhme dhe ngjaric

desanime pér eicspertentin £ Mné
Nese m (0<m < n) fahed nuemri | ngjarjeve 1 volitshme v ngjarjes s& rastlt A, pehere

""""E qubet gjasé e ngjarjes 4 dhe shénohet me P(A),

dm.th, P{a}-%.
[ie




%» Su Bubil gjasa giaté hedhjes of zant gf 12 realizobet nggana:
A= N# faqen e sipérme 1€ zarit 1@ parugitet numét tek | pikéve] ;
B | N& fsgen ¢ sipérme 1@ aarit jand piket numei i 1€ ciléve Sl mé | madhse 5 };
€= | NE fagen ¢ sipérme W zarit jand pikét nummi | & cilive plotépjestohet me 9 }7
Vére rpyndhjen:
Sopms pérhufirmat bssik @ grasSs kem
’{‘“_ ST 1 gy aloreretars vt bime
Numnn | nggiaipeey elomemars o e b
" Bashkisis e ngjarjeve elementare dshié 0= {1,2,3,4.5,6}, dmih n=6
Njaria A ={1.3,5}, dmah. m=3, pea r{a:;:%.%.%.
Negjarja B={6 ), kuse m=1, pﬂF{B]-—;-.
Negia € ={16), m=2, pm P(C)o 2 u .
Kbty g ¢ pivkufinor gubst metemanile use gl tearik

b Sa &ahié gasa gyaré hodhjes o monedhés of fagen ¢ sgpérme o paraguet sizma’

W& mjé bouti oa sopn 45 18 kug, 25 12 kahiér dhe 30 o verdhé. Cila Esheé gine 8 minet
top § kg
Vere zgjudhjen:
Wumri | ngjarpeve 1 mundshme dshid o= 45+ 25+ 30,
Numri i aganeve ¥ volishine éshié m = 45
45 9

» q—mru}hﬁhﬂ

Sipas pérkufiomit per giasén, gé 18 cakichet berési .I'{.!]-E.uupqr-rmm
(g priorf) oumr | ngiageve elementare dbe memr | & githa ngisgeve @ mslhme (8
volitshine dhe 12 pavolikhme). Kjo lehie realizohet giaté disa sistemeve # nglaneve 1€
enkonshme {mri, monedhn, nxjerrja e topave), ku m dhe m jand fike. NE§ kid s gjass

cakiohet puri se i filohet ndonje pérvojd ng lidhje nie ajpobjen e vijimii i ngames, domoth. pa
realizamin ¢ cksperimentit.

h Cila Ealie gimmn se dy marw o hodiviars do i gl numir 18 njie shuma & &
cilive faié mf ¢ mosdhe w97
Viére sgiwdhjon:



Tashkian ¢ ngjarpeve clememare pérbéhel proy odo fage 8 ngéri e, me odo fape W zart
tiesr, Estui. {1.2.3,4,5,0)%{1.2.3,4.5.6}=
fu).(1.2).(1.3) e (L6)(20)(2.2), - (2,6), - (6,1).(6.2).....(6.6)}. pra
l-r'l_"': =6 =36

Mgjarjet & valitshme ki shums ¢ pikve &shié 10, 1] ose 12,
dom.th. ngjarja A = {{4,6),(6,4),(5,5).(5.6).(6,5),(6.6)}. domethéng, m = 6.

8 |

Gijuss ¢ kitrkuar Eshe P{AIHE-E'

Pérkufiziomni Klasik | giants (2 prior’) barohet né idcalicimin matcmasik 0 ngjareve,
duke u nisur prej suposimil ideal s giths ngjare jend 18 barsbarts # mundshme dhe me
i 4 baraban nf kushée o ngdjta. Ideslizimi | k2tillé né botén resle véshtir se mund 1@
bt Por, pirsEri, né disa rashe, zari | rregulll dhe homogjen, monedha ¢ rregulle dhe
homegrene, wirbeqga « letrave, rhagja ¢ mumesve né lntn, mund & pritet se 8@ jgjitha ngjarjet
elomentare jané & barnharts & mundihme dhe me gjasé & borabon#, pra plickufizimi klssik
pér giasén mund i shatohet me sukses,

N& shumé shembuj, vegangrisht né stutistiké, biologit, ekonomi, demografi dbe shikencs
0 {jern, ghasa d prioedl pid mand 8 shainhet me sukses.

Pranduj. né natyré dhe tekniké rhatohet gissa o posterior (pastaj), ¢ cila qubet

giasa statistike (empirike).

B:? Sa énhtd rasa gf shuma e pikéve w paragiturs né fager e upérme i dy rareve i
hecthura do b€ jcie T
Detyra

@ Agmmi & ka harruar ahifrdn ¢ fundit 2 mumei @ welefonin 68 vajzEs o8 tj. Cila Sahed s
se Agimi me njd zgjedhjo do ta géllon numrin o sakiE?

(2) Nanjo kuti ka topa 12 bandha, 23 18 kug dinc 27 1# zi. Sa ubi gasa se me 0jé nxjemje
do il nxjerrim top 1€ kug?
NE mpE huti ka 90 letra 1€ shioruars me muersest prej | deri mé B0 Sa éshid gasa gjaté njé
nxjermye 1 paragitet betra me mumEr:
a) g Eshoé mé | vogi se 9: b g plotépjesétohet me 5;
¢) g Eshiné mé | madh se 45, kurse mi | vogél s 707

Prej shpilis me 32 letra bojtarl térhex) njé Jetér, Sa Eahbé gjusa se letra e térhoqur Sshig:
u) duané, b) pik?



@ Jané hedbur dy zare nd tavoling cha dshid mé me giasé, 1€ keté numer o njéyt  pikive
osc shuma o piliéve 12 jesd me ¢ vogél se 37

(6 Sa 3tz gyasa se dy rare 1 beura do o tregojné piké shuma ¢ 08 ciléve bid numér
cift?

(7)) e nje ksl ko sops 5 18 bardh dhe 4 & 7. il Sahet giasa e me njé axjerrje do 12
majerrim
) njé top 8 bardh;, b) dy topa 1@ bardh,
¢} nj# top t& bandh dhe njé top & i7

Prej ahpilit me 32 lotra lojiai fiton dy heirs. Sa Sehis giass se hojtari do of filon dy e,

(%) Nijékohésisht jund hedhur tre are. Cakto gjasén e ngjarjes:
a) A: shums ¢ pikBve W fageve 1 sipérme t& zareve 1 jed 1)
bi B shuma ¢ pikéve 1 (geve 12 sipérme 8 zareve i joid |2
(1) M s dy hetrat jan shikrar shronjat A, B, E. I, LL, O, P, R, H. Letrat krejt rastisinht

juné radhitur njEra prané tjetrds Sa éahié giass se né wé ményré do W shkruber ffala
HIPERBOLLA?

. Kujeoba! NE mjé kuti ka 10 tops 8 bardbé. Sa
" Bashkésing e ngjarjeve elementare 18 Selt gioms o

ckaperimentit 18 dhéné e pérbéiné W 1) A: do 18 nxjerrim top t bardh;

gjitha ngjarjet ¢ pavollishme elementare  b) B; do 4 nxjerrim top @ #?

e eksperimentin e dhéng.

Vire zgjidhjen:
[ wé rastia A Eshté
‘3"“""'"5'_ A ;) Buakibsla & ngjarjeve slementars i
Pla)=—. 10 elemente, dam.th. w=10,
m - mumri | pglaneve & volitnhoe elemen-  URrTA @ topet @ bardh paraget nygjarje
tare, o volitshme, d m th. m=10.

m - i i i githa agganieve chementare

ﬂjuﬂiﬂﬂllE-E-I.

b) Numri | ngjarjove 8 mundshme &b == 10. Numri | ngiajeve 8 volitalune Elué
m = (), pasi peej kutisé n  cilén ka vetém topa 1 bardhd muk musd o Rxjernm wp o 7

Y Cijusa Eshié p[a}.i:. -i.% =,

I cili Thoj Eshité ngjarjs A, kurse i cilit lo] Sshtd ngjacja B

E=



Do ot permendum deca vets 1 gasis o cilal vigoné prej perkufismet bk @ gasds.

1. Gipasa pér gariddo ngjarje nuk mund i jesé mé ¢ vogil se sero, s mé ¢ madhe s
i€, dmth prej P(A)= E 0Sm<n, vijon 0SP(A)S].

mmm-m.mm?mwjmuqummw

mach we |, dm.th UE§51-
Varbsishi prej vierts P{A) pér ngjarjen o rasiit A themi:

Ngiarja A dshid me pak gast néac u-:rm.:;-.

Narja A &shié me dilemd nése F{A]=%_

- Nperja A BhiE me gasé 1@ madhe nése %q: P{A)<L

L Gjasa ¢ ngjarjes # panmandshme A, A=12, fahié ¢ barnbarié me zero, dm th. A2 =0

U Mise m=10), dmih puk ke mundési (& realizobel ngjarja A, pra F{A]=£=% ={),
n

X, Gijasu ¢ ngjarjes s siganié A, A = £}, éshié e barsbani me mi, dom b P{)=1,
Nése m=n, dmth nésr o githe ogano ¢ mundibme chomentare jané € volitshém,

sléhcré ngparis A vigsrnhi do & realurohet, pra F[A]-E-E-L

AL Ngiucjn Al ngiutin I be i jeol dinnik e Beshikila ¢ vgiareve elementars plrngiacien A + B
o pérmbuin i )b igjariet @ vilitshime ehementurs sdho pir A edhe pir 5, pre
P B)= PUA) )

L 4 jeté m numr § 16 gjitha nginrjeve elementare. Nise m, éxhié mumri | ngareve i
volitshme elermentare pér A, karse m, éxhié nume 1 ngianeve € volinhme chementare pér 5,
aherd m, + m, do & jes numai | nganeve 8 volishme clementare pir A + 8.
Pramds) kem
PA+R)=D2T B P L p(a)+P(B)
" LI

[T Gjate hedhies ¢ mosedhés mund 1@ ndodhin kéto ngjarie:

A paragitja ¢ stemés né fagen ¢ sipdrme 18 monedhis;

B: paragity € it nd fgen @ sipdrme @ monedhés,

Cakio glaskn € ngjarjes A+ B,



Viére zgjidhjen:
Paai ngjarjet.d dhe & jond 18 vetmel t8 mundshma, 1 barabarta & mandehose, dhe dejenlne,
e P{A}|=%.P{H]=lz.pm P(A+B)=P(A)+ P(B) =%+%=1.
Teoremu pér shuamén e dy gjasave vlen edbe pér shumen e e, katér dhe nd pérgiithés) pér
shumé ngjarpe & fundshme tf papajieeshme, dom.th
P(A+ Ay Ay bt A)=P(A )+ P(A )+ P(4 )+ .+ P(A)
Sn #shtE gjasn se prej shpilit me 52 letra do @ Erheogim ose 88", ose | ghandar'’, ose
dumé** ose prifi’?
Vire rgjidhjen
Mumri i ngjarjeve clementare &hié o =52,

4
A -térheqja e us<it"", m, =4 F[A}-..ﬁ;
B - térhogja ¢  xhandar-it™, m, =d; F{B;':s_‘z:
C - tirhegja ¢ , dumbs”, m, = 4; P{ﬁ}.;;:;

D itrhegja e, priftit’", m, =4; F[ﬂ'}l %

Pasi ngjarjet A, 8, C dbe £ jané 1 barabarta 1 mundshém dhe disjunkee, pér gjastn kemi;
P(A+B4+C+D)=P[A)+P(B)+P(CY+F(D)= E:%

NE njé bouti ka topa 5 1 bardbE, 7 o zi, & 18 kug dhe 10 € kalifr. Sa &shid gjosa se do

t njerrim top me ngiyre? (Topd | bardh® muk &she | ngjyrosur).

5. Giasu ¢ ngjrjes A o Eshié ¢ kundért e ngjarjes 4 Eshi
P(A)=1-P(A).
! Pasi ngjarjet A dhe A jand disjunkie, domethéng A+ A =), pra sipis teoremés parip-
rake kemi: P(A+A)=P(£2), dm.th, P(A)+P(A)=1.Prej ke vijon
P(A)=1-P(4)

@3— ME njE kuti ka topa 4 t2 bardh, 5 18 kalvér dhe 6 t8 verdhé. 5a Eshté gjasa se nuk do t8
njerrim top b nglyroaur? {Topd | bardh misk 2abiE | ngiyrom)

Vire zgfidhpen:
M i pérgjithehem i ngjarjeve clementore éshit p =4 + 5+ 6 =15, Nejarjo A: & mos

nxjerrim top t8 ngjyrosur kan m=3+6=11 ngjarje 1€ volitshme, pra gjasa dshié

F{H]:%:%-

(o1 ]




Mgjarja ¢ kundénté A Eshté nxjerrja ¢ topit t& bardh. Numri i volitsh&m t& ndodhe ngjarja
— - 4
A Bshié m, =4, pra gjasa Eshié l‘[ﬂ}=ﬂ-=ﬁ. Sipas teoremés parapruke kemi:
n

= 4 11
FPid)m]l=F{d) dmth. P(A)s]=—am —,
(A)= (A), dm (A) = TRlT

\

Detyra
@ ME tavoling Eshtd hedhuor njé zar, Cakto gjasén:
A: paraqitja ¢ numrit gift tf pikéve ni fagen e sipérme & zarit;
B: paragitja ¢ pik&ve numri i t8 cilve Eahté me | vogdl se 5.
@ Sa EshiE gjasa prej 32 letrave 1€ térhegim ose pik”" ose , karo™?
@ ME tavolné jong hedhur dy zare, Sa Eshié gjasa se né faget ¢ sipérme & zareve do t
paragiten pikét shuma e & ciléve Eshté numer ¢ift ose numér tek?

((#) Ne mvoling jan® hedhur dy zare. Sa eshi¢ glasa se 810 do 1€ TEEOIE ose NUMEr 1
barnbarté 1é pikéve, ose numér t8 pikéve shuma e 1 ciléve &shtE 7, ose numra t& pikéve
sl e 18 ciléve dshii of

('8} Nenié kuti ka topa 4 1€ bardh, 5 12 =i dhe 6 t& gielbér. Nxjerrim nga dy topa menjéheré.
Sa &slé gjasa 18 nxjerrim ose njé 1op 1& bardh edbe njé top & 7i, ose njé 1op 1 gelbér?

@l Mojarjet 4, B, C dhe [ ¢ pérbéjné bashkésing ¢ ngjarjeve clementare £} dm.th.
O={AB8.C.D}. Nése P(A)=0,2 P(B)=03; P(C)=0,4; mtheré sa sshiz
Ejesa & ngjarjes O

(1) N njé kuti gfarédo jan vendosur prodhime t& Hojit € caktuar, ndgrmjet 6 cilave $ jané
stamiarde. Pun@ion raciécishi ka nxjeré i prodhime. Sa &hid giaga ae tf pakbln mjd
prej prodhimeve i€ nxjerra do @ jeté standarde?

@ Bhénjestra rrethore pérbEhet prej tre zonave koncentrike. Giasa me njé plumb & gEllobet
zona ¢ pare Eshtd 0,16, ¢ dyta 0,24, kurse e treta 0,28, Sa éshi# gjasa 12 mos géllohet
ghénjestra’?



< GIASA STATISTIKORE

Pérlonfirimi kiasik i gjasés mund t8 rha- Gjaté kalimit nE pErkufirimin klasik 8
tohet nése prej méE part dibet numr i ngjar- giasés supozohet se ngjarjet elementare
Jjeve & volitshme elementare dhe numnit {€ rustit jang 12 barabarta (£ mundshme
& gjithé ngjarjeve (tf volishme dhe & dhe ngjarje & vetme 1§ mundshime.
pavolishme) ebomentare.

Cij s mneemacikorne g& e shgymuam gper me mnl colaobes 02 bazs of numrds i ngjar]eve
& volitshme pre) mé parg & njohura, MegjithaE, né praktike, giaté hulumtimit 18 dulourive
natyrore ose 08 thera 18 dhéna 12 atilla zakonisht mak dihen as nuk jang t& dhéna, pra gjasa
matematikore, ose sikurse thuhet giasa a priori, nok mund me sukses 8 zbatohet. Prej
kEtyre shkageve, gjasén e atyre ngjarjeve ¢ caktojmé me ndibméin @ kryeges s& serisé (&
cksperimenteve né kushiz 8 pandryshueshme.

Mbaf imead!
Niseme - & shinajms nomrin & reslizinit o ngiares 4 15 & chaporimesi 18 prvs-
rura t€ kryera nén kushte € nj&jt, atsherd numei L[A}-E qubet frekuenca relutive
e ngjarjes A.
E‘,‘/ T*i shyyrtojmé rezultuet e eksperimentit  hedhjs ¢ monedhes™ gf ¢ kané bere

shkencétari frangez Bifon (1838 - |EE3) dhe matematikoni anglez K. Pirson (1857 -
1936), t€ paragitura né tabelén q# vijon,

et Hﬂ}l:?ﬁﬂ': Mume | parndgitjes s f.{ﬂ]":—'
Zh. Bifon 4040
K. Pirsen 124060
K. Pirson 24000

x
II'

Prej tabelés shihet se frekuencn relative ¢ ngjarjes A tenton nga numri —» korse oumesi

1
. £shits grasa moiematikore e ngjages A - paragitja e siemis™.



D.. Né tabelin gf vijon jané treguar renhatet ngn ehsperument! A  Hedhjn e zarit’”

N 1 b Reslirmu | ngpane < clementay

i 2 3 4 5
B2 130 | 106 | o 106
w3 1053 1ar | 12s o2
GER0 | DURD | OREN | 10026 | 10190
[ 19759 | 20065 | 19798 0213 | 19936
e tabele do ta mpetwogme frekuencen relative 1 ekperumentt

| wr
1 5

2
020 | 0180 | 0150 | 080 | 0140
1%

6

it
97
9847

0l66 | 0165 | 0170 | o170 | o064
i 0167 | 0165 | 0169 | nisx | o168
Pre| tibelés véren se rmadhimi | numet 1§ eksperimenteve ¥ realisuars fickuencs rels-

tive f,{A) temon nga %-ﬂ.lﬁﬁ..q kurse gynss muemmike giad bedhjes s zant 1@
pu-qlmnjhmuml.li.#,imﬁlﬂuthﬁ-u—é, Kaw edhe shumi
shembi) 2 tjer® tregojné se e ngjariel e mstil pér € cil# nuk mund € shatobet pErkoufizami
kinsik pér gjasén, frekuenca e ngjarjes né numir 1 madh & chksperimenicve, sipas rregullés
Eshié shumé uflir deri te jgjasa o ngjarjes. Nga sto shkage mund # nxjerrim périlmdim se
eleriston konstunte reale meth s cilets grambellohen frskuencat. Ajo konstante, s karakieristikd
numerike objektive ¢ ngjarjes A quhet gjosa ¢ ngjarjes. Pir vierén numerike 8 anaj konstante,
i numrii 6 madh 18 cksperimenteve mund 1 mermet ose frelouencs ¢ ngiarjes A ose memrd
i Ehid alEr den 1o frekuenca, NE kit ményré nuk fitohet formalisht pérkufizimi matematikor
i gjasds, por tregohet se ekriston gjosé e ngjurjes goié kushieve & cakiuera, 51 odbe metoda
pér vierEsimin ¢ saj 1€ pérafing

Mbaf memd®

rnh-num_i;ta]--:! pes ngiarjen ¢ rauit A qubet gfass stativeike ose giss
i

-7

164
=

0140
0,159
0,163
0,165

HHEE




Formalat  P(A) == dhe f,(A) =" edbe picnga jubid jusé 1 ngjashae, por
thelbdsnbit dallohen
ﬁhﬂhﬂ#}-fnﬁh ¢ cakojmé gissén e ngjarjes A.
u:f.u}-E chspermmentalihi ¢ caktojmé gasén € nganes A.
¢ o calgend puwdn dubet 1 Lemi material chaperimental, ustistibor. (ijass cakiohet pas
kryenpes s€ choperimentit dhe marmpes W disa fakieve empanke.
Gijasa statrdibe qubsel ass @ poslerion (e pastaphme ).
Pér nggaryen ¢ rastil 4 mund o calnobet pasa statistike nésc jané photésasr kushiet:

Kjo veti ¢ frekuencés relative qubet stabiliicti stanik + npgjaryes

Stabilitcti statistik | frekuencs pér her® 1 paré éshié véreytur né demografl ose shicncés
pér popullsing. Qysh né shekullin e vjesdr ke qené e véresur se raport | mumeit 8 (Emipbve &
lindur meshkuj dhe numrit @ pérgjithahém o Rmijéve & lindur me vite ka geod |
pandryshueshfm dhe péraféruisht kn qeng 0,5, Laplasl, né busd 18 oomwit 16 madh o 1
dhénave staristike ka pérfundusr se frskuenca f (A ) e Emijéve 1 lindur mesliou pér Londsr,

Berlin, Petrogrnd dbe téré Francén ka qend i njEjte. Té gjitha sto raporte gjaté perindhis mé 1
madhe se njE dekndll 1dviz rreth memrit q@ fshid péraférsisht | barsban me %-D.!ll:ﬁl

E withé kjo na gon deri te njé ligj themelor né teoriné e gasés | quajiur Ligjl
pér numrst ¢ médhe], | shprehur ngs matermntikoni Zviceran Jakob Bermuli | 1667 - 1748),
Ligfi wegon sa mé | madh Eshté numn N | eksperimenteve, edhe aq mé pak ndryshojné
frekuenca relntive e ngjarjes 4 dhe gjasa weorike e sy PA). Pér numis 18 madh 1e " &
ngjarjeve elementare, numni | f, {(A)= P (A}l mund t& bEher shumd i vogel, pra prej atje
vijon se glass sististike f, (A) teaton nga ginsa wearike P(A),

N devyrin |, phr n=2400,  (A)=0,5005, kurse glosa matematike Eshis

P(A)=0,5.
-]



m- Cakin vierén | f, (A)— P{A)l né detyrén 2.
Ligji i numrave & médhej ka karakierin ¢ aksiomés, karakier i ligjit natyror. Kur punohes pér
ngjarje rasti, ai na tregon né ad g@ individualisht paragitet si 1 rastit, né masé & madhe
paragitet gi | nevojshEm, i ligjshdm,
wEE;ﬂanﬂtﬂﬂdt[hﬁEfﬂhlhEnHmﬁmmthﬂp&hﬁmmm&
i

Detyra pér pérséritje dhe pérforcim
.‘l Me principin ¢ mduksionit matematikor vericto se vlen

2+5+8+..+(In=-1)= M

| Eshie dhénE bashkésia A= {4,6,7.8}.
#) Sa nurnra kat@rshifrors me shifra t& ndryshm noumd t& formohen me shifrst & bashkssiss
g dlhan?
b} Prej numrave (& formuar sa numea, jané ¢ift, kurse sa tek? Shkouaji.

| Ehloraaji 1 gjitho permutecionet ¢ nameove e shifae 1, 1,1, 2, 2,

@ zgjidhe barazimin V? =380,

1‘} Né njé stacion hekurudhor jepen signale me ndihmén e shigjetave prej 5 semaforéve, Sa
signale & ndryshme mund té jepen, nése shigjetat né ¢do semafor mund 12 kené tre
pozita 12 ndryshme?

) Sa keshilla v ndryshiém mund 1 formohen prej 10 nxEnésve dhe 4 profesoréve, nese
gdo késhill pérbehet prej § nxénésve dhe 2 profesordve?

@ cakio nabe k. nise C* =35 dhe V! =840,

Q. Né sa pika priten 30 drejiiza o shirihen né njé rfsh, nése 16 prej tyre juné paralele,
kurse 12 kaloguE wipen ujé pikET?

@) Cakto anétarin ¢ trembédhjete né zhérthimin ¢ binomit [9;-3,;:]., olfen
koeficienti § anStarit € tret &shté 105,

ﬂ'

@ o s -1
@ shkrusje bashiising e ngjarjeve elementare 1 cksperimentit:

a) dy heré, njéra pas tjetrés Eshi bedhur monedha;

b} dy heré, njéra pas tjetrés éshig bedhur zari;

) njdkahizichi jand hedhor wari dhe monedha
thhﬁgjms:uhm:pﬂtiwﬁdymtihﬂmtﬁjﬂéﬂ

‘I Prej shpilit me 32 letra fiton dy letra. Sa éshté gjasa se lojtari do tf fton | chandar’' dhe
W& prift' "t
Jan@ hedhur dy zare. 58 eshte gpasa se né faget © siperme-1e mreve do 1€ puragrten prke
shiuma e @ cilave éshi mé e vogél se 4 ose mé ¢ madhe se 107



NE kétf temd do oF mésosh pér:

Sistermi kénddrejis
koomdinativ 168
@ Koordinatat ¢ vekiont
né ststemin kénddrejie
koordinativ 171

Largésia ndérmjet dy pikave 175

Mdarja & segmentit

ol raport t dhéné 178
@ Forma ¢ pérgjithshme

e drejigzés 181

Barazimi i drejtézés népér dy pika.
Furma sepmentale ¢ baracimil @

drejtézis 185
Forma eksplicite & barazimit &
drejiEzés. Barazimi i drejidzés.

qé kalon nipér njé piki 188

Fﬂrunnmnﬂ:ubuﬂiﬂmju!

drejrizis 192
Largisia prej pikis deri te

drejifza 195

@umi ndérmjet dy drejiézave 198

Pozita reciproke e dy

drejtézave m
@"ﬁjlnﬂh:n 205

Forma ¢ pérgjithshme ¢

busazimil le vijes rrethore o8

Pozita reciproke ¢ drejiézés

dhie wij&s mrethore 13

Barazimi i tangjenies s vijés
rethore né njé pike & dhiéné 218

Elipza. Barazimi qéndros

i elipss 12

Pozita reciproke &

drejiézis dhe elipsés 119
@ Tangjenta ¢ elipsés 134
@ Hiperbolla, Barazimi

qéndror 1 hiperbollés 2136

Pozita reciproke ¢ drejtéals

dhe hiperbollés 243
@ Barazimi 1 parabolles 244
@ Pozita reciproke e drejiésés

dhe parabollés 253



w— ”\rmi,mumﬂnm njé,
quhet vektor njisi dhe shénchat me
& Chn &shif vekior? —

® Cilét vekior jané kolincar?

& NE 1 njdstin rrafsh jung dhéné vektorst % hﬂiﬂ!dhhivdim:lnjﬂi_ﬂ-.

_u' :umF N .
:1# Il!' by b =-3 e,
aj a + b, xufichjen:
b) l:l— IJIEj:IEd]lEIIEv:hIrII:ulm e =¥ alllserd:
h'} D L
@ Nése ke R, atéhers kg Eshté vekior ;= = b=3¢
kolinensme a dheka ginisinEiébare- o =4¢ = |_.r B=—3¢ =-|B|¢
barté me |£]| ]

U Vektori njési e , i cili &shté me kahe 1
Hjjie me vekiorin @ , quhet orts e vek-
torit @ dbe shénohet me orf @ ,

W Vekiori ka kn kabe 18 njEitE me vek-
torin @ , nése & = (0, kurse kahe 1 kun-
diért me vektorin @ nése k<1,

Vektorgtmjési ¢, dhe e, qf jané reciprokishi normul dhe kond piké @ Slimi @ pirbashié

quben ofté, Ato i shénojme me | dhe | |

m Me ndihmén o vektoréve njési § dbe j do té pérkufizojmé sistem kénddrejts koor-
dinativ n# rrafsh,

| = OE, quhen boshie koordinative, fig, 1.
Drrejtéza e caktuar me vektorin | qubet boshii | abshisés (boshti x),
kurso drejtiza @ cakruar me vektorin j qubet boshtl | ordinatés
(boshis ).

Rrafshi né 18 cilin Eshié dhéng sistemi koordinativ qubet rrafahi
koordimativ Oy,




Vektor fillimi i t8 cilit &shié né fllimin koordinativ O, kurse skaji né gfarédo piké M prej
reafuhit koordinativ, quhet reess veletar i pikita AF
[i-"‘ Le 12 jeté M gfarsdo piké né sistemin koordinutiv (0, 7, 7)
Cakto koordinatat e rreze vektorit (M .
Viire zgffohfea:
Le 1 jeté OM rreze vektor ku pika M Eshaé cakruar me koordinatat ¢ sajo, (fig. 1), kourse
OM, dbe OM, janE projeksione (& reze veltorit mbi boshiet koordinative x dhe .
Prej kétu vijon OM = OM, + OM .
Pasi vektorét OM, dhe OM  jand kolinear me vekiordt § dhe | , ekelslojné numm
i vedm reabd x dhe p ashi gé

OM=xi4y].

INE k24E mEnyré, né realitet, Eshié béré shérthimi i meze veliorit OM népéron# | dhe
J 0 sistemnin kiinddrejté kooedinativ. Zbérthimi i kBl glithmoné éshié i mundshém dhe
i vetém. Numrat realé ¥ dbe ¥ jané koordinatat e rreze vektorit OM dhe i shnojmé, OM
={x, ¥).
Njtkohésisht, x dhe y mné koordinatat e pikés M, | shénoimé M{x. y).
Koordinats e paré x e pikés M, dum.th, mreze vektori 00 qubet sbshisa, kurse koordinata
e dyté v - ardinsts e pikés M.
N kit ményré ¢do pike M nga rmfshi Oxy | pergligiet cifti i radhitur i vetm | pumeave realé
x dhe p
Vlen edhe ¢ anasjellta: pér ¢fasédo ¢ift 18 nummve realé x dhe y ekziston piké ¢ vetme M
nga rrafihi Gy, pér 1€ cilén x éshié abshis, kurse p Sshté ordinats,
NE kéte minyrd £shté vendosur pasqyrim i ndérsjelltd ndErmjet rrafshit & si bashladsi e pikave
dhe bashkégisé £ x R prej of gjitha ifteve t& radhiturs 18 numrave realé.

Boshtet koordinative e ndajné rrafshin né katér pjesd, té

cilat quben kusdrmneé: 1, [1, 1L, IV, fig. 2 ! 1 1

':'-l "'] [+-| "'J
N 1 npéjtin sistern koordmativ ciladn pili lea dhenja silnres
Eshil parmgitur né fig. 2. m v X
(= -1 i+~

Pika A q# shiribet né boshtin x £shté me koordinats A(x, 0),
x & R, dmth ordinets &hiE e barabarié me zero, plks &
prej boshiic p 2shid B0, v), ¥ € R, dm.th abshisa dshié fig 2
parn, kurse fillimi | koordinatave OO, 0).



Pér shembull, ks 4 nga rafshi Chy i
pergigret | vetmi cifl | radhitur | pumErEve
realé (4, 2), kurse pikis B - gifti | radhitar
(-2, 5). fig. 3.

Edhe anaxjellias, pér giftin e redhir @ :
numrave reabt (-8, -2 ) christon piké e vetme s
C nga rafshi Oxy pir W cilén -5 Sshif ;
sbshina, kurse -2 Sabid ondinsta. Per ciftin ¢ . - 3 >
« rachitur i oumerve reald (3, -3) chomton E
pikf ¢ vetrne [ nga mralshd (Oxy, pér i€ cilin 5
sbshisa Sshié 3, kurse -3 &haé ordinaté: c J

Dulke pasur parnsysh, shpeshherd pikin 4 b
M e identiflkojmeé me ate gift i radhitur 18

numrave reald (r, ¥), korse rafshin g me fig 3
bashkising & x K.

&} N& sistemin koordinstiv (0, 7, ] ) jané dhiné pikat: A(-3, 4), B(2, -5), C1-2, -1)
diw X5, 0). Zbénbeji rmese veliorst OA , OB , OC dbe OD néipir orta.

Vére zgfidijon
OA==3i+4- ' OC=-2i-7;
OB=2i-5j: 0D =51 +0j =51 .

E} Jond dhini mese vektorst me koondinatat € fyre:
OA=(-2,4), OB=(0,-3); OC =(5-2) dhe OD=(—4.-2).
a) Parsgiti o2 sistemin lkinddrejté koordinativ,
b} Zhérihji sipes boshicve koandmative {ontat)
Nése OM, =, 4y, dbe OM, =x,1 4y, ] jank rreze vekior, stihert so juné 1§

[3>> Cakofi mumeat rea x dhe  prej relacioneve:

B3 42 julesdi+y); boxi +5) =3 +(y-2)7.
Vére rgfidhjen:
. z4l=3 T=l
u) Prey barusisd vijon [ y=2 el th. {,_F: ,

[



Detyra

hulq_lrl né sistemin koordinatly meze vekmorst ¢ dhEni me koondinatal ¢ tyre:
8 @=(23); b=(-15); c=(4-2); d=(-1-3); e=(3-3);

Woa=(40), 5=(0,-2); c=(0.3); d=(-50),
g a=(33); b=(-5-3); c=(-22); d=(44)

Si &shsi pozita e tyre reciproke ¢ vektoréve nén b), dhe ortat | dhe j 7

@Elhﬂkﬂﬂdiﬂﬂtﬂtumwhm!w OA,

Jl.!'

C
OB, OC, 00, OE, OF dne OG w 3
dhéné né fig. 4. _E-—--—-—E— g
K

@ Rreze vektorét a =(4,1), b =(0,-3),

|
] b7 s,
¢ =(-1,0), d =(L-1), ¢=(-2,5) -5 -4 %ﬁ - »

shirtheji sipas ortave | dhe .

= =m

@Cakm koordinatat e vektoréve: a=4i+3], b=i-8;, e=3i,

d=-14i49f.¢e=-].

A [ W@ sisoumin knddrejeé koordinmtis
(0.7.7) eshee dhénd vektori

a =AB , pikat ¢ skajshme 1£ t£ cilit jani:

Mbledhja ¢ vektorfve ka vetind komu-
tative dhe asociative:

G P E .if,r,.yl}d—]-u B(x,, y,). Cakio koordinatas
(a+THceailBss), (OVmkas,
Pér shumizimin e vektorit me mumér Wikcw agriiiynn
viejng kito ligje: ¥ B,
(k-m)a=k-{m-a); J’JE’;{.’,'_';,_} — ;’L
E“_’_""}f=”"_+“f" Fa /fr-’*
kla+b)uka+kb. Py
Ll P 1.:
fig. |



Kaordinatat ¢ velktoris a i shénajmé me @, dhe @, g, 1.

Vekiori AP muk Sshué rrese veloor, por ai mund o8 parscitet s ndryshim & dy rree
veloorive, dom th

-0A

llﬂ_l-:,T-:j,:f. OA=xi-¥j+ ﬁ'{-':f'*hji-hi'h?}:

AB=(x,~x ) +(x=»)].

Domethénd g, =x, -3, dhea =y, - ¥, dmih @ =AB=(z,-x,3,-).
[2>> Cokso koordinatat < vektorit AB, nése A(Z, -4), B(1, 3), kurse post zbirtheje sipas

ortave | dhe .

Ve agjidtijen

la=x-x=]-2=-], &=y -y=1-(4)=T
Domethént, A = (=1, 7), dmih. AB==i+7]_

Vektorl a =-8{ -4 pikén ¢ Vilew agfictijen:
fillimit e ka A(2, -1}, Calio koords- =LA, a=y-y
natal @ pikés o€ 1] 12 skajshune 5. S=x-2, 4=y, - (-1}
X, =-3. ¥, =-S5
 Mibaj mead! Domethéné, 5(-3, -5}

- -
3 Lis .__.;_l'_.__

o ﬂpﬂ_*ﬁi#-ﬂm ebritjen & veltordve dhe
| &% | shumérimin ¢ vektont me numer, ger mé tani ¢ bEmd geometrikiaht, paai edbe vet
vekioné ishin 18 dhviné greometrikisht (31 segmente 1 orientuara), Tani do 1@ wegojmié

i 1 bém 20 operacione, nése vekiord jané dhiné me koordinatat e ryre né sistemin koordmativ

(e.7.7).

Jang dhéné vekiorét @ =(a,.4,); b =(b,.b ). Cakio shumén e tyre.
Vire agjidijen:
a+bhu(a,a )b, b)=(ai+a )+ (b,7+7T)=

=(a, +b, )1 +(a, +b,) [ =(a,+b,.a,+8,)
A vlen e njtjia rregullé nése numsi | mhlodhésve tshié mé | madh se dy?



’- Jant dhint vekiorst @ =(3,-2), B =(2.0) dbe ¢ =(-1—4).

Calioc a) @ + b ; Bla+b+c.
Vere ngjidhjes:
Bla+h =(3,-+F0=0+2-2+40)=(5-2)
Mbaf mend!

[8> Cakio ndryshiemin ¢ vebtoréve @ =(a,,a,) | b =(b,.5,),
Ve rgfidbjen:

Ca-b=(a.a)-(b.5)=(ai+aT)-(67+87)=
=(a,-b,)i +(a,~b,) ] =(s,~b,.a,~b,)

[B>- caiao ndryshimin ¢ vekoréve: @ =(5.-2) i B =(~1.4).

Vire sgfidhfon:
© @ =b=(5-2)=(=1,<4)= (5= (=1),~2~(-4))=(6,2)

i

h Viektorin @ =(a,, @, ) shumidsose me semrin A.
Vére agfidijen
© Aa=A(a,a )=, +a, ])=(4a,)7 +(4a,) T =(4a,.4a,).
% Nés g =(3,-2), cakio vekiorin: 1) 5a ; u—%?.
Ve agfidifen:
ComSa =5-03,-2)=(5- 3.5 (-2)) = (15, -10),



B> Junk dhine vektorte: & w(3,-2), B =(2,0) dhe ¢ =(-1,4).
Cakioji vektarst:
wa+b: WB-c: :}—1’&'+%I+3‘E.
Vere zgridhjon:
') a+b =0, N+RLO=P+2 2+0)=(5,-2)
BEh-c =(20-(-1,4)=2-¢-1)0-()=03.4
O 2w+ 15437 =20,2)4 3.0+ 31, 4) =
= (-6, +4) + (1,0) + (-3, -12) = (-8, -B)
[I> st dnent vekioret: @ = (-1, 5) dbe F-[-:'i.-:}muﬁm

03a+2b: W-a+db;: o 3:—'-'43'

Detyra

(1)) Cakio shumén dhe ndryshimin ¢ vekioréve:
) a =0, -1)dbe 5 =(5 4% b) p =(1, 2 dbe g =(3,0)

@ JanE dhénd vekiordt: @ = (2, 3% & =(-1,2)% ¢ =(1, 1)
Cakto koordinaist ¢ vekionive:

n:?-%I; W) 3a~-c; n;:?-s'h%‘e': Da-Sb+c.

@ Cakio numral realé x dhe v e
02 +3] =xi +(2y-1)7; B (2e-y+1)T +(y=3)T =5
S O-2)i+y ] =(y+4)i-0-22)7.

@ Cakto koondinamt ¢ vektorit A , nése:

) A(S, <1), B3, 4); k) A(3, 0), B(0, 5);
) Al-4, Ty, B{1, 0% o) A(B1, -32), B(87, -33).



Cakio koordinatat & piks 58 skajshme 5 18 wekiorit. AB , nfec
a) A0, 0); AB =(-2, 5}, b) A3, -1); AB = (4, 3);
) A(-1, 2); AB = (5, -10); ¢ A0, -2), AR = (-3, 0),
(8) Calio koondinatat ¢ pikis sé fillimit A i vekiorit AB, ise:
=) 8(0, 0), AB =03, -2% B) B(S, 0), AB = (-2, 1k
c) B-1. 4), AB = (4,-3% ¢) M0, -1}, AR = (-1, -5)

'@ Duke | shiryéruar koondinatt ¢ veltorive véneto tcoremén pir vijin ¢ mesme 1

TATE> P dcs, 1) dhe B, 5) parit ot iseria kéadrefe koordinatv, kune
pasta cakto largisind ndérmjet tyre.

Vire sgjidbjen: ya
Wépér piiat A dhe 5 térheqim drepéra paralelc me &
hoshiet ¢ koordinateve fig | :I_ L)
Cilst jané koordinatat ¢ piképreties o pikés C7
Si fshié AABCY ¥
Cakio giatésité ¢ segmentéve AC dhe BC. o
Virese AC =8~2m), BC =5-1=4 - .
T PO~ s Y G in;.l] 4 36 &

[2>> Na rrafsh jand o pikat A(x,.y,) dhe B(x, y,). Cakio largéuiné ndérmet tyre.

Vire sgjidbjes: ¥a
| AABC isbut kinddrejet me katte AC =%, 5, dbe |
BC =y, -y,fgd
Largisin o kivkuar 8w o =(x, - x F + (¥, - ¥, ) ose

sk c
E-Ml‘I{J,—.q}z ":J':'E' d —!-I'L-.-r.l

£ = —— fig.. 2
u) A7, 9) dbe B(10, 3); b) A(-4, -5) dbe B (3, 4);

¢) Alcose, 0) dhe B(sina, Jsin2a ).




[ N boshtin + cako piké e cila &bt njé llof e larguiar prej pikuve (0, 5) dhe (4, 2).

Vére sgfidijen:
Sa éxhid ordinata e pikés g shirthet né boshtin 17
Pika @ kivkuar le & jo0E Mz, D).
MA=y0-xF +5-0F ; MB=yJl4-3) £Q-0F
Prej kushtit WA = MB kemi +/x' 425 = J16-Bre 2 +4;
f+28= 6. Rr+ 2+ 4prejim

:-JL'N-“L H['!‘;UJ

bﬁw;w#-amﬂﬁummmﬂ—l-ﬂﬁ

[B>> Mo toubein v 1 cakohes pike e ik A4, -6) Esbit ¢ larguar pév § sidsi

Vére syjinihjen;

Sa EshiE abehisn ¢ pikits g shirihet né boshtin y 7
Piks e kirkuar le td jeté MU0, v),
Pref kushtix 18 detyrds MA =5, dmih, in-ﬂf+{—ﬁ—r]’ =3;

16436+ 12947 =25 ¥+ 1p+21=0.

Pan xgjidhjes wé barmrimit katror | flojmé vierst y, = -9 dhe ¥, = -3, gf do 16 thoi se
chrmstoged dy pika i stilla: A (0, -9) dhe (0. -3)

&-r" NE hoabtin ¥ W ealwher pikn qF prej pikés A(S, | 2) éshie ¢ lorguar pér |3 n)éa,

! Formula pér larguing mdérmjet dy pikave mund &
ebatohet edhe pér njehsimin ¢ gimésisé @ glarédo

vebtori @ =4, { +a, ] , nésc diben koordinatst o 6) =, dhe
@, e sistemmin koordinativ (0, 1, J ). Le @ josé diind vektori
a=AR, u Az, y) dbe Blx,, v.). Arthert giustsia
vektorit @, qf shénobet me ||, Eshié né realitct largisia
mdérmiet pikave A dhe B fig. 3, d.n.th,

|a| = did, B) = \[(x, ) + (5 —3) -

" Pasixy -3, =@, y -y, =d kemi

)




% Cakto gjasnind ¢ vekuorit @ , pése:
a=(1.-B); Ba=fi-4]
Vifre sgficthfen:

0 @] =JAT) +(5) = ViTes -4,

B}' Cakio gjatbnind ¢ vekiort AH , nise:
a) A(-2, 5), B(-1,-30; by A3, 20, B(-2, 10).
Viére agjidhjen;
a) AB =(x,-x,¥,<¥ )% AB =(-1+2,3- 5} dmsh AH = (1, -8), pa
|ABl=1* +(-8Y = JI+68 =65 .
Detyra

(1) Pikatd(3, 4), B-2, 4) dhe €12, 2) jané kulmet & mié irckéndéshi. Cakto perimesrin €
ekindéshit

(2) Veneto se trekEndéshi kulmet « 18 cilic jand A(-1, 1), B(1, 3) dhe C(—/3, 2+ 43)
gshii harabringes.
(3) Vérteto se wrekéndéshi me kulmet (2, 3), B(-2, 5) dhe €11, -3) uhue kinddrese.

(4) Cakto burarimin ¢ vendit gicometrik 1 pikave njé lloj 16 largaars posj pikave 4(2, 2)
dhe B4, 4).

(5) Cakio koonfinatat ¢ pikés gt juné nj Hoj 1€ larpuses prej pikave
a) A(D, 0), B(1, 0), €10, 2, b) OO, 0), A(3, 0), B(O, 4).
Pika Mix, v) EsbiZ mj€ By © langus pogy pilave A(3, 5) dhe B{-2. 4) Lorgisia ¢ s

der te bostti v &tnE dy heré mé ¢ madbe w larpSsia den i bosho 1
Calto koondinets © sajn

@ mmﬁmwﬂm#ﬂ.-ﬂﬁn-llﬂ Njchao syprindn ¢ tij

(B) Njé pikit Kovinise, gf ka paser poessén fillestase M (3, §), shvendoset paralelishit me
bostnin ¥ T calitobet porits © s ks gjo do 2 jeré nd largdsi & barabartd prej pikave
M[4,T) dbe Mf-3, 7).

@ Np# piki kivizise, qF ka pasur poritin fllestars M (1, 1) shvendoset parnlclisht me
boshiin . T2 cakiohet posita kur ajo ka qend né largisi 1 barsbarté me 13 njési prej
piks A4, 6).

@ Viineto snabitskinhi se né trekéndeshin kinddrejté segmentl J, ¢ cili e lidh kulmin ¢
ifndit i dropé me mesin ¢ upotemures, b 1 baruburts e gryvsmien ¢ bipotenusds,



..|'|=.
=3

1[}}» Cakiofi koordiatat ¢ pikés C, e cila segmentin
AB, A(1, 3) dhe B(5,7) e ndan né raport 3 : 1,

b
7
s
N

Vitre agfidifes

Népér pikén A wWrheqim deejidz paralele me boshiin 3 .:-l o
X, kurse népér C drejiéz paralele me boshiin y.

PikEprerjen ¢ shénojmé me pikén D,

Nipér C técheqim drejiéa paralele me boshiin x , kune  —t—4—3—3—$—+—2
népér B drejtéz parnlele me boshtin y. Piképresjen ¢

shénojmé me pikén E. (fig.1) fig 1

Fﬂlmlhﬂhhﬂnﬂmhpdlmd dhe 8, vijon s numrat x - 1 dhe 5 - 1 jané me shenjn
i mjijn
AADC ~ ACER (sl trekéndisha kdnddrepd, me kinde 1 barsbarid).

Prej ngjashmérisé s trekéndéshave vijon se bringét pérkeiéss jané proporcionale, d m.th.

AC:CB =(x-1):{5-x), dhe AC :CB =(y-3):(7 - y)de
AC:CBH =3 : 1 vijon AC :CB =31, vijon
(r=1):(5-x)=3:1; -3 (T-=3: 0

xe1=15-3x y-3=21-3p
de= 6 x=4 dy=M; y=6
Pika v krkuar &skat (T4, 6).

Calrio koordinstst ¢ piliés C, ¢ cils sogmentia A8, A(x, y,) dhe Bix, .} ¢ nden
né raport tf dhénd m 2= A

Vitre sgiidijes :
Paxi pika C shirihet ndérmjet pikave A dhe B, fig 2, numest s, )
X -x, dhe x, - xjané me shenja 1 njfjta, pra proj g
ngpahmérd s rokindtuhave dhe bt 12 denynis keen = s
AC:CB =(x-x):(x,-%) de AC:CB =4 d / X
'-'-If‘-'l'ﬂ:tl:.—ﬂ-j; u.‘!‘ﬂ =
I“."h-’k £ -3 .
x| "n'l'."h,.tl. j x, ¥ 5 X
n+dn
e 1+4 fig. 2



 NE mbayrd o ngjashie pér odinatén y ftgjme y = 2L5A%

1+4
mummc["*‘l‘* n+4y, J

1+4 " 144
E» Cakto koordinatat ¢ pikés C g segmentin A5 ¢ ndan né raport A:
1
) A(-6, -2), B(2, 10), I=3; b)A(-1,2), B(5 1), "'E"

) AG, 5), B8, 1), A= %

Wilfire sy fen
, JAtdn _NtAy
' nE 1+4 ° ¥ 1+4 °
1 3 1 3
-1+--5 = d4—-2 =
I--—-—--zln—:--%-]; ].-._El_..%..g;
*3 2 "3 3
Domethéng, C(1, 2).

Nise pika C Sshté mesi | segmentit A5, aShers:
AC:CB=1,dmih A=1.
O Cilat jang koordinatat e pikés C7

e T

Cakto koordinatut e vijés & réndimit & trekéndéshit kutmet e 1 cilit joné pikat
a) Az, y,) Blxy, ), COlxy, ) b) 4(2, 3), B(-10, 4), C12, -8).

Vére sgfidhfer
8) Alx,,»); .q.[ﬁ?ii:%&]ﬁ; 3. Mise T éshté vijs e rindimit 16 AABC, méheré:

E:ﬁ-l‘.l:l. A=Z,



"E+'x'.l r.ll
PR ¥ _X+E X fﬂ:*-.lhl
1+2 3 /
+¥ x, + +
432 # "'"l 175 A J"'!
= 2 _Ath+¥ | i3 { ’
X = = | 1
" 142 g 3"“‘!
& !ha- o)
F(BtETE Rty 4y = >
3 . 3 | &y u
Segmenti AB, A(-9, 5) dhe B(11, -3) fig 3
me pikat M, N dhe P Exhié nodars né leatér
ppesé 18 barabart. Cakio kooedinats e pikave M, N dhe F.
Viére rgfidhjen
Pika M e ndan segmentin ABnémport A% 5) M. p) N L4 B(11,-3)
.1=|:3.ﬁ|.-ln,|'l:l. fg. 4
94111 ':T;'ﬂ S+l
't.= 3] = i =—d; ¥. =j—=_=3_
1+ — ]+1 4_
3 3 3 3

Koordinatata ¢ pikave N dhe P cakioji vet

Detyru
(1) Caktoji koordinatat e pikés C e cila segmentin (-3, 1), (2, 5} ¢ ndan né mport 3 - 1,

@ Calao koordimatat & vijés s& réndimit 1 wrekéndishit

. WAZ,3), B3, 4), O-8,2); b A(-5, 2), Bi-1, 6), C{3, 4).
3 ) Segmenti A3, -6), B{10, 8) &shi ndaré me pikat C, D, E dhe F né pesd pjest i@
berabaria. Cil&t jang koordinatat e atyrs pikave?

@ Cakto koondinatal e kulmit & kntént o paralelogramit, nése tre kulmet e tij jang:
a) A(1, 2), B(-5, -3), C(7, -6); b} A(-10, T, B(5, -13), £X{14, ).

@ Viricto se drejiéza g kalon népér meset e dy brinjéve té trekiénd®shit Eshté paralele me
hrinjén e tretd.
lathzim: A4S veodose né sistemin koonfznativ ashiu g hrinjs A5 8 shiribet ng boshiin x , kurse
fouibmm o 1 prusthited e (Hlamdi e kbondinatave.

(8) Segmenti 4B, A(x,, y,), Bx,. »,) c kn giatEsinE d. Vazhdo segmentin npér pikén
per @ njéa. Cilnd jant koordinatat ¢ pikEs af skajshme # segmentit 18 Mua?



(7) Scgmenti AB, A(1,-1) dhe B(4, 5) té vazhdohet né kahen AB deri te pike €, ashiu
qé gjatlain ¢ tij o emadisehet tri ek, Calioji koordinatat o pikeés i

(&) Cakto syprinés e trekéndéshit, kulmet e 6 cilit jun&:

a) A(L, 0), 8(3, 1), C(0, 2);  b) A(-4, -3), B(5, 1), O3, 5k

¢} Ala, 0), Bla + b, a), (0, &).
@ Cakto sypringn e katérkéndishit, ulmet ¢ t8 eilit pand:

) A(2, 3), B(-3, 4), =1, -4), (3, -1); b} A{-1, -2}, B(5, 4), €10, 5), DA-2, 3).
@ Pikat A(3, 5), B(12, 2} dhe (8, 12) jan kulmet ¢ trekfodishit. Calto:

u pebusiin e hehSndEshir;

b} koordimatal @ meseve € brinjéve;

e} koordipaial ¢ pikés 52 réndimii;

¢) syprinén ¢ trekéndéshit AHC.

Pikat A{-2, -1}, 80, 2} dhe C(4, ¥,) jan2 kulmet e twekdndEslit ABC, sypriva o &
nilitfshrisn'.f-l:attnmdinmhylepikhﬂ

Kufrohe! | Mijira ngs detwrat ¢ gjaometeiad pne.
A | titike sobi: nse sl dhéod barazimi
Me su piks &shié péreakiuar njl drejuiz’? ﬂhirémﬁmm““mﬁw
Sa drejiéza kalojné népér njé pike? Detyra & dyté ¢ gieomin=# analitike Eshif
nfpe diken verltd & adonjé Tunksion:, ta
Népér gfarido dy piks 18 ndryshme kakon  Shicruajmd barazimin e tj.
njé dhe vetém njé drejiéz. Duke ditur se népér dy pika i ndryshme knlon
Vimto grafikun & funksionit [iensre vetém njé drejtéz, detyra ¢ joné Eshié to
2r-yp=l. shkrunjmé barnzimin o saj.

[j} Juné dhéng piknt A2, 1) dhe B(S, 4). Cako varisiné ndérmjet koordinutave 16
pikave 4 dhe B, dhe gfarddo pike Pix, v) prej
drejiEzes F kabon népér pikat A dhe 5.

Vire zgiidhjem:

" Népér pikat A dhe B sérhegim drejiéza paralele

me hoshiin £,

I Mépér pikat 8 dhe P térhegim drejiéza paralels

me boshtin p
Si jané ndérmyel veti AJCE dhe ARDFY




AACE ~ ARDP, pra ngjashmérist vijon (x-5):3=(p-4): 3 prej ku
X=S=y-d dmth x=-y=1=10.

Véren se varésia ndérmjet koordinatave t& pikave A, B dhe F Eshtd shprehur me barazimin
linear té drejtézss.

Vertetimi:
Le t& jené A(x,, ¥,), B(x,, y,) pika t¢ dhéna dhe le t& ¥4 Mix, y
jeté Mix, ) gfarédo pikE prej drejtézés f kalon néplr B E R
pikat A dhe B, v, n
Népér pikat 4 dhe B térhegim drejtéza paralele me
boshtin x. Ay - x paph
Népér pikat B dbe M térheqim drejiéza paralele me ¥ <2
boshtin v _— >

Piképrerjet e drejtEzave & térhequra le t& jené C dhe D, ; o

AACE ~ ABDM. P3e? -
o ) . DM CB Y% _WH=W .
ashmérisé ¢ trekéndésha — T e {10 M, — =
i CONDE A T ey ey T
ku (¥ -y x, - 20 = {x - )0y, - 1)
Pas reduktimit t& kryer fitohet barazimi
() = e+ (- xy + xy, -y, = 0.

Meryahimet - p, ¥, -x dhe xrp -xp jend aumes konstant® pér cfarédo piké A, pra
mund t'i shénojmé me A, B dhe C pérkatEsisht, Atéhers barazimi Eshié i formés

Ax+By+C=0
i cili qubet forma e pérgjlthshme e barazimit tf drejtézés.

Ai e shpreh kushtin ku pika M{x, ) shiribet né drejiézén p. Domethéng, koordinatat ¢ gdo
pike M(x, ¥) e cila shiribet né drejtézén p ¢ kinaq barazimin, kurse koordinatat ¢ pikave q#
nuk shirihen n drejifzén p, nuk ¢ kénagin barazimin ¢ fifuar.

fig. 2

Vizato grafikun ¢ barazimit;

W2x-y=0 bwx-2=0 oIy+5=8



Vére sgfidbjon
a) Sa &shtl koeflcient! C né k#t# barazim?

%: :' Vire se grafiku kalon népér O(D, 0) (g3}

’L‘;ﬂ' ¥4

2 N e ¥a

: 2 Lea :

|| S =1 =l 1 2 *

=l 1]

4 .I-l I 3-:.! ; "'I.'—F—_I

fig.3 fig 4 fig. 5

b) Dvejibien x - 2 = 0 Exbut icdentilie me x + 0- y - 2 =0, ¢ cila | kitnag koordinatst & pikave
A2, ¥), b y ubd gfardo mumy real, dmoth 4,2, -1), A2, 0), A(2, 2) &tj. Fig. 4,

¢) Drejitza 3y - § = 5§ dulné identike me 0 x + 3y + 3 =0, ¢ ciln i kilnaq koordinatat e
pikave B(x, -1), ku x dshd ¢farddo mumir real, d.m,th,

B(-2, -1). B,(0, -1}, 81, -1) tj. fig. 5.

B [3> Ctart posite ka drsjeian Ax + By + €= 0, né rrafih pise:
NC=0; BE=0 d=0 94=0,C=0, HF=0,C=0.
Vire sgjidbjex
2} Nése €= 0, 4 0 dhe B = 0 shert barszimi &shi i formés Ax + By = 0. Koondinaiat ¢
fillamit 1 koordinatave ({0, 0) e kinagin barazimin, Ax + By = 0. Domething, drejiizs o
formés Ax + By = 0 knlon népér fillimin e koordinatave fig, 6,

.
hi
b4

fig. 6 fig. 7
biNése 8 =0, A=0, C w0, stilbers barazimi i formés Ax + C = 0 ose .1.'=--E.
Kjo do 18 thoté se 18 giiths pikat ¢ drejigzes kand abshise 1 npiid l--%.mﬁﬂ-

=]

éshué paralele me bostiin v dbe Exhié né largés I—%l i prej saj, fig.7.



gl NEse A =0, B2 (), C 2 (), wifher harneiml faliill | formds ¥
.ﬂ,}'*C‘ﬂ'm_y--%. _n_ff
Kjo do & thot sc (& gjitha pikat e drejizés kané ordinaté & njgje S
J-I=—§.dmth.&mjlén Eshié parnlcle me boshtin x dhe 8shié pe fig. 8

€l o
lnrjési |—E{ nijési prej saj fig &,
GINEse A =0, C=10, 8#0, mEherd v = 0, &shté bararimi | boshtit x.
dyNese =0, C=0. 4 # 0, meheré v = 0 Exht® barazimi | boshti y.
Duke e zgfidhur k&1E detyri ¢ vertetoimé ieoremén e arasjellté

E;" Caktofi piképreciet e drejtdzes x - ¢ + 1 = 0 me boshiet koordinative.

[ﬁ?‘ﬁ Cakmyi pikeprerjer ¢ drejiests Ax + By + C=0 me boshtet koordimative.

Visire rgjiah femn
Piképrerja me boshtin x e ko ordinatén p = ().

Duke 28vEndisuar te barazimi filojimé Ax + C = 0 prej ku ;=_§_
Domething, prerja me boshiin x &shis H{—%ﬂ].

I PikEprerja me boshtin ¥ ¢ ka abshisén x =0,

L M:aﬂuhhmmhrl:hﬂﬂimﬂy+c'-nmjtﬂyu-%,

Domethéng, prerjo me boshiin y Eshig H[ﬂ.m%].
Detyra

@ Cila pike shiribet né drefiedn: a) M(2, 3), dx-y=0; b) M4, -2, Bx - Ty = 46;
e P3, 1), Sx-3y+ 12=0; ¢ O(4, T, x-2p = 107

(2) Gt parite kant né mafshin koordinatiy drejtézat, barazimet ¢ t€ cilave jané:
ajix+ =0 B3y 3-0, 3Ix+y—0 H2y—H dj lx— 0,
Vizato grafikét e tyre.

@j Te burazime! qé vijojné cakio koeficientin e panjobur, asho g pika M 1 shirthet nd
drejtézEn o,
A Ax+ - Tell, ME2.9% b 2x+By+h=0, M-, -S)

_ aZe+3p+ =0, Mi4,3)

| b=



(4) Fahue dndnd barasimi i pérgiithahdm i drejikas 2x - y + 3 = 0, Caktoji pikeprerjet me
boshiet koordinative.

(5) Te burusioni i drejtzzés (m + 2+ (2m - 3}y + Jm + § = 0 cakto parametrin m, shiu
ppr—

a} \# kalon népér fillimin ¢ koonfinatsve;  b) i joud paralele me boshtin r,

€} 1 jeté paralele me boshiin ¥, %) & knlom népér pikéa M2, -1).

@HH#"“‘HH’#%F} Shirsape bararimin e drejiieds of
calimsr me gio piks.

Vére agfidisfes

wmﬂhlmm:m.mﬁnﬂhumﬂﬂpﬁ
tighs

AAMM =~ MB.B. (Pee?) o M
Prej ngjashmirisé sé wekénddshave (fig.1) vijon
’_-ﬁ.-!I:.‘!lu: nl!
-85 5=

£-4,
R

2 i iy,
yy =8N (z-x) 77 L e
cH IR — L

o
ko paraqet barazienin ¢ drejiésls ndpés dy pika. 3 ﬁ;; 228
[i‘} Jané ding pikat A(1, 2) dhe B(S, 4). Shkruaje bararimin ¢ drejiéaés 12 cakTuar me
a0 pika,
Viere syfidhjen v
AAMM ~ AAB B.
2.2 ool i3 .. -
Tteli y-2=lth 22y 430
Dike ¢ rhazuar femubin

Ac.
3,

! 2 i
4 red

LD =4l

= -.Hlu-u-ihhr

_Il'ﬁ % .
!Fh"ﬁ-;{l-qlh: i 2 3 4 3 | =

T-l-thﬂ,u.:Jy*'ﬁ-ﬂ. fo-2

|55 Eshut dhons wekendeshi ABC, A2, 3), B4, 1) dbe C12, -3). Shkrusje barurimin ¢
u) brinjés B, b) vijs o8 réndimit i sfrhequr prej kulmit 4.



~ Nétse pikat A dbe B sbitriben né drejtasin qé éahil paralele me bosbtin y, abéheré harasimin
e drefiérés néper dy pikas shirytézope né kitd

[4=> Shkruaje baraziomin e deejtezts qf kalon néper pikat A(m, 0) dhe 50, n).

Vire zgjidijew
* Mepér pikat A dhe H kalon drejtéz ¢ vetme. NE formulén pér barazimin « drepiénis népér
dy pika, i sévéndbsojmé koordinatat ¢ pileve 1@ dhina, d.m th
h-n
J-ﬂ-::nhf.:—nl
iy = -y
nx | my = mnfmn, (me e 0)
i-I--'I-"'-:I.
m AN

Ky basasimm qubal lnrma wegmentale ¢ barasimit i drejiads,
[82> Bacsimin c drejubabs 2x + 3y - 6 = O sille ok ¥
formén segmentale. Vizatn grafilun o drofideis
dukie | shifrytézunr segmental.
VEre sgfidhfem
# I+ dy=6145
-
3
m=3,n=2 (g 4).

Al

Forma segmenzale ¢ barwrima o drepénds mundéson konsmukssonm ¢ shpeytd i drepénds
Bararimi i drepiérés of kalon ndpér fillimin ¢ koordinatave, mek mund 8 shirshet né
formén segrmentale, pasi nd sté rast m = 0 dhen = 0

Prandai. oo drajile of kalon ndplr lllissin & koondinatavs, muwed 18 persgiiet me barksin
ﬂﬂ:nhmllﬂldhl—juﬂm,#hﬂihﬂ£+5-1d-m¢

me hoshict koordinateve & dbe v prené segmenta me atsy: m] dbe nl perkatEuabt

Lai
-|-1 .pra




Eb' Barrimin ¢ deejubrisdy + By + C = 0 sille né formén segmentale.
Viére sgjidijen:

C

c C

-_—— Ema

A B
[T Shkrunie baruziomin ¢ decjitats, nése m dhe a plrkaiésisht jank
a) | dhe -1; b) 2 dhe -3; l;{l-*llhE

-‘I#bl-ﬂ" E#&-l_ .|.i-|"h..-5 Ae——

% Cakto syprinén ¢ trekéndéshit of drejifm 4x + 3y - 12 = 0 ¢ formon me boshier
koordinative. Vi
Vire sgfichfer
. Barazimin e dhéng dubet ta ajellim né formén segmentnle,
dm.h,
dx 3y

TET!

o

i

=1; 5+1-| Domethéng m =3, n = 4. 2
1

f

rﬂuw-m--—np.m T T
3.4
1 l.-.i.S-Tti fig 5
Dh NE barazimin ¢ deejisds Ax + (4 - 2)y -6 =0 1@ cakiohet A sshiu g, gatieia o sey-
mentit o boshtin ¥ i jed dy beré mé & madhe se paifsa ¢ segmentit of boshiin y.
Vére rgfidhjem
TPre T o a-w:r.-*"‘ .Li-q--i—-i-- _fn ui:u

R

i (1+2)
" Prej kushtit v detyrés m = 2n, kemi: 'E'zﬁ':_‘.i‘ A+2=2% 1=2




@:‘ N& barweimin ¢ drejtdeds fr + Sy - 124 = 0118 enkiohet Lashtu q&, prodhimi | atésive
2 sopmentave (8 boshteve koordinative of jed |2,

Deryrd
(1) Shkrusje barazimin ¢ drejtéaés o kalon népér pikat:
u) A1, 2) dhe B(2, 1) b) 403, -4) dhe B(-2, -3).
Barazimet ¢ fituars 1 drejtézés shkruaji né formén ¢ pérgithshme dbe né

() Diagonalet ¢ rombit d, = 10, d, = 4 jun marré pér boshte koondinutive. Shiruaji
barazimet ¢ brinjéve i rombit, nise per boshitin « sl marrd disgonaljs mé e madhe.

@ Einbi# dhéng segmenti AB, A(2, -1) dhe B(7, 9).
Shiruaje barazimin ¢ drejitsés of kalon népér pikén (11, -7) dhe e ndan segrnentin
AR ok maport 2 : 3.

@ Barwrsmin ¢ drepiérss shlruge nd firmdn sgmentile. kurse pasta) vigato grafikun ¢ sa),
iredy-M=0 bdr+y-b=0
cjbx-Wy+15=06 HISz+%+15=0

() Shkruaje barazimin e drejdnts o kalon nép pikién M3, 5) e o boshict koordinative
prend segmenis gjadsiid e W ciléve gEndropnd o 3 : 4,

(6)) Njt drejits kalon néper pién M4, 1), kurse né boshtct koonfinative prent sogments
shume ¢ gjasisive 18 tyre dahal 10, Shisusje buraxissin ¢ 9.

(7) Shkrusje barazimin ¢ drejidsds of kalon adpér pikén B(-3, 4), kurse me boshter
koordinatrve formon trekenddsh me pypnsd 5= 5

(8) e barmsimin ¢ drejtézss 125 + Ay - 60 = 0 4@ cakiohet A ashiu qF gjatdain ¢ segmentii
12 asa) drejidze ndérmyet boshicve koordinative 1 jedd 13.

(9) N bareimin e drejtate (244 13 + (34 S}y + 44 = 08 cakiohet L nshin q¥ drejibes
i€ jeté parnlele me: a) boshtin x; b) boshtin y.

N# barazimin Ax + 8y - 45 = D & caktohen A dhe B sshiu gf shuma ¢ gaisive
segineniéve 1% boshieve kocedinative i jeid 14, kurse ndrysham i tyre of josd 4

=TT

i, : ] .
£ .+.:l.'-.|=rn-.;.u'q."!‘~r-r_'1

f i B
.'; o i LT "|:7|—"'l.:| _rl

L N | JW . g
R LN By et e T A

E_l[ﬁ:— Forme barazim @ drejirés ¢
clln me plesén pozitive 18

bouhtit ) prend segment me giaiéa 2, kuse

me pjestin pozitive 18 boshtat 1 formon

kEnd prej 3= 43",

Vére sgjidhjes

=




I}B* Formo bararm @ drepiérés ¢ cils me boahtan v prené segment me gjatéss o, kurse me
jeven puirive i bodair r formen kfnd o

Vérr sgfidbjon

N fig 2 shté paragitur drejbées p, Poritn e saj né lidhje "
mee sistemin koordinativ 18 Dekartit Eshié caktunr me f?; T
Q

segmentin OB = n gl drejizn & prené né boshiin y dhe
kEndin @ gf ajo ¢ lonmon me pjesén pozitive 1 bashilly, =

Le 2 petd MLx, v} ofardedo pik prey drejiéeds p. Shprche
varéuné midrmmpet koondinstave & dhe v 0 pulis M, kindn fig.2
A dha sepmmeninn m.

Nepér pikén B ibrheqim drejiés paralele me boshin £, kurse ndpér M drojids paralele me
boshtin . Piképrerjen do 1a shincimé me N,

Prej trekéndéshit MBN vijon -,a:"—;’l.dm.m.;.m fga - x + n. Nise ipa = k,
siEhers harasimi éxhié | formés

¥y=kx+n
 cila gubst forma chosplicite ¢ baracimbt F drejifess
& - quibet kcficienti | droptimnt o drejuéeds,
M - scgpment gF drepiérs ¢ prené me boshtn
E} Shkruaje burazitnin ¢ dregiérss e ciln me boshtin ¢ ardmsiés prené scgment me gaési
5, kurwe me pjeskn pozitive 2 boshill x formon kénd prej a = 225,
Vire sgjicthjess
n= S k= ipa=gll5s = g{I8r+457) = igd5" = |, pmy=x+ §,

B?-' Viemo dreibnin y = ¢ 3 - 2
Vire sgjidhjes
Prej barazimit 1 drejideds ¥ = 13 - 2 vijon: k = —y :
V3. 3, ke @= 60" dhe n = -2, fig. 1. -1
2
Eh-mhnmmﬁmummmmﬂmm /
koordinatave dbe me pjesdn poritive 18 boshtit x formon fig. 3
kiénd prej 135
Vire sgindBjes

a=0g=pli¥=-|,
Domethené, y = -x tehié hararmmi i drejinés, ¢ cila Sshat simetrali o kusdramtic 11 dhe 1V

E} Shkruaje basaximin ¢ drejidzts qf éshié paralele me boshim x. kurse nd boshtn ¢
ardmallls prent segment me giaidsl 1.

L
b

L L

g




wﬁwﬂpﬁhlﬂﬂ'ﬂ 1B0F, pra ig0” = ig | 80" = 0, dmth
k=0
y=0-x+3.
Domethéné, barnximi | kivkuar &shiE y = 3. I
[i';n Mé trekinddshin tf péreakiuar me deejiézin y = - — x + 3 dhe me boshiet koordinative,

#xhld brendashicrunr katror ashiu gf dy brimjé & Tij shirihen né boshist koordinative.

Cakio koordinatat ¢ kulmeve o tij
Vére cpjadbjen ar
Brinja < katrorit ke @ jeid o £
Koondinatst ¢ kulmeve 1 katrorit le t& jeng: ﬂlnlhﬁ"‘ Oa. )

AlD, 0y, B(a, 0), Cla, a) dhe D{D, a).

Pika C shiribet né drejiéstn p, pra koordinatat
sajn ¢ kénagin barazimin ¢ drejiéabs, dmth a = - -1‘-'1 W, )
Sa+ 3 prej ku vijon a = 2. Domethéed, pika

e

A0, 0), B(2, 0), Y2, 2) dhe IX0, 2) jun kulmet a4
& kairorit

B Jang dhénd koordinatat ¢ dy pikave A,(x,, ¥,) dhe A,(x,, ¥,). T& cakiohet

kieficienti | drejtimit W drejiézss qf kalon nipér pikat.

¥a
Vitre sgfidhjex " wd
{J:J.HIE(.'H-!T-_IH']. A; hl‘;!’-

Prej Ad MA, vijon b =tpa=21"0

o -4 Ze

i e s

Formuls k = tgar=22" ks kuptim vetém pér x, - x, # 0.
n-x
Nescx,-x =0, dmh x =g sifberd drepies Sihitf pormale of boshiin ¢ dhe harazim
i saj uhal x = x.,
Nese k= 220 ¢ sévendésojmd né barazimin ¢ drejiésis of kalon népér dy pika, attheré
X=X
armzim shié | forms

,-ja.:ﬁ-t]h:ﬂ
1 b qubset barngimi | drejibeiy népir nji piki, me koeficsentn e drejimit £

Ko formd ¢ barazimit o drepiérds rhatohet nése éshie dhénd njé piké dhe koeficient |
drejtmat ose ndomjé kusht & cili dubet 1€ kénaq koeficientin ¢ drejimin 1@ dreptézés.



E'g'_?a Shkruaje barurimin e drejiéags & kalon népér pikat A{-3, 2), kurse me pjesén pozitive
¥ boshiit x formon kénd prej & = | 507,
Vifire agjidijen

* Barazimi | formés y - y, = Mx - x); i=u1§ﬂ'-uiﬂ'+ﬁﬂ']--cmﬁu'---?-.

phﬂﬂ'r+b+§hil}ﬂ xJ3 v+ p+3J3 -6=0

& Caktaji kéndet qé | formojné me pjesén pozitive 18 boshtit X, i edbe segmentin g ato
drejidza ¢ prejnl i boshtin e ordinatiis:

-u-;’e_;*r%;hu--‘f: D=3,

Shiruap bararimet ¢ brinjive W trapesit barnkrahas haoat ¢ 1@ cilit jané a = 10,

b = b, kurse kindet ¢ bands o macthe jané 60°.

Pér boshite koordinative 1 merren: barm ¢ madbe pér bosht 1@ shahisave, kurse boshti
b simetriag o traperit plr bosht 1 ordinatés.

Vire rgfidbjen "
Detyra ka dy agjidhje. 6 N3, an
Sipas kushtit v denynds kulmet & njérit
-5, S, 0003, v dhe D (23, ), A N W ———
ke o tpetr Al-3, 0) 0 S hs x
A5, U5, 01D (-3, -5) dhe (T35, b 7
" Drejiz BC kalon sipde pikin B(S, 0) By || co
dhe me boshin & formon kind prej 1207

Harazimi i dregideds BC bshié:

yey, =hkix-x) k=gl2tr=-J1, e
¥ J1(x-5), dmh
BC:x 3 +y-53 =0,

Pika O[3, y) shirihet né deejizén BC, pra peej 34/3 + - 3/3 =0 vijony =243, e cila
parsget bararimin e drejiéets CD.
© Shiouygi berarimet ¢ bringéve fera £ raperit



@

Cakio barsrimin ¢ drojtésés o cila me pjesén poritive & boshiit x - formon kéndin
&2 = 3, kurse né boshiin ¢ andinetés prend sogment me g 3.

(2) Shkrusye harasimim ¢ drepiésbs ¢ cila kakm népér pikin M dhe me pievén porotive 1€

@

®

®

boshin x formon béndin &

a) ML, 5), a =45 b) MI-1, 3), & =135

€) M(-3, -2), a= 300, ¢) M2, 1), a= 150"

M trckindithun i pércakiuar me dregiésdn v = < 1r + 2 dhe bosster koordinative éabind

brendashkruar drejihéindéah sabitu g2 dy brgd 1¢ tj shiriben né hoabtet koordinave.
T& cabnoden knctfinmms ¢ nimeve @2 vy, nése dibet »=,

2) mpérn brinjé Eabng i herd mid ¢ madhe sc Hetra;

b} mjéra brinjil @shid pér | mé o madbe se et

TE caktohet barasimi | drejifeds gf kalon népér pikéa A(), 1), kurse nf bobitin ¢
ordineics prend scgment me gisies 3,

T2 shkrubet harasimi i drepiéses o kalon népér pikén A{-1, -5, kurse ¢ kn kocficientin
kéndon 3

(18) M@ barazimin ¢ drejiéads 2 - (SA - 2) - 3 = 0 12 caktobet A taxbtu & drejiézm me

boshtin x 1@ formon kénd prej 45,

(7) e barnsimin e drejtécss (3a - 25 + 53 - (@ - Bly + 2 - b+ | = 015 cakuohen o

dhe b oabiu off drejiEra 12 jouk simetrale o
) kuadrantit [; b) kouadrantit 11

T# cakwober pér cilnt viern 1€ g dhe b drejiéen
(o * 2b-30x+ (2= b+ |+ 6+ 9 =0 Eaduf paralele me bishtin ¢ abshisés, kurse
boshtin ¢ ondinatis o prené nd pikén(0, -3).

cos(x - ) = cosar - cosfl + sina - simfl. win'ex + cor'a = 1.

A

Ni shyyriimer ¢ gier tanishme @ drepéeés dnkusm me

cilat clemenic sainé pércakTaar i drepéz [vepéza mund

1€ joif o plreaktuer edhe me:

« gpusduing p o pormales @ wrhequr pre) fillimat 1@ koondinsiave
deri te drejigza(p > O,

« kindin @ qé normaljn ¢ werhegur prej Allimil 1@ koordinatave o
formin me pieskn poritive 18 boshtit x, ke (< @ < 3607,

=



Le té jetg TTx, v) ¢farédo piké prej drejidets, kurse & 2sé kendi gf OT = r ¢ formon me
plesén poertive 18 boshid x.

Prej AQAT kemi £ =pos{@— 4§ ) ose p = roos(@ - §) = reos@ensd + rringeing,
Prej AﬂBTkmﬁ;rmﬁ,y-nmﬁ pru larpésin p prej fillimit (& koondinatave deri (e
drejides éshid p = reosd + pring ose barazimi
scoif + ysin® - p = 0.
K.jo quhet forma normale ose Hesit 62 drejiszss. .
[1> Vizato grafikun e drejtézss dhe shkrusje barazimin e deejiézés, nise ¢ = 60 dhe

Verd sgpiinyen .
3

xcosoll® + yzinG0® - 2 = 0; .:%+:.IT—1=D-. x+y3y-4=0,
fig. 2.

E@) Barpzimin Ax + Sy + O = 0 gille n§ forman

normale.

1 Mése barnzimin Ax + By + C = 0 ¢ shumEzojme me ndonjs wmér A, (A« 0) do € fiohet

barazimi Adx + A8y + AC = 0 i cili EshtE ckvalent me barnrimin & dhéné
! Bararimet Adx + ABy + AC = [ dhe xcon@ # yring + p = 0 jang ckuivalente nése

koeficientet ¢ tyre jané 1¢ borabarte, dm th.

Ad =cosqp, A =sing, AC=-p
0 Duke i kuadrar dhe mbledhur dy barazimes ¢ par. fibojrmé:
Tl + Fy=cos’p + sirp=1.

o Prej ke vijon
A=t — : B CO5 P =— . P=— £ ;
JA L A"+ -'“-.I|J-!1‘1+.El1 1-!’+.|EI‘1

, Ar+By+C
Pas svéndisimit 1& 4 né barnzimin Adx + ARy + AC = 0, kemi =0.
;‘A*+B

Prej p > 0, vijon se shenja para rrénjés dubet of jetd e kundén me shenjén e anBario of L

" [ Drejieszn @) 1204 5y~ 10 =0, B) 254 3= 4 = 0:
transformoje né formén monmake.

Viire egfidhfer
#) ME bararimin :dr:jbfa!n,-l = Iz, B= 5 C=0=sd>0dmih

1
m :l'--_ pru 12x + Sy - 10 =0/ - Th



125 10 ) Ac+By+C
13x+13_? la—ﬂmnﬁtummm ={), fitojm

122 +5y-10 _ 12x+5y-10 _
—Jﬁ =0,d.m.th, — 0.

B}mmﬂnd’nq!mmudum.rvy+]-ﬂ-ntlruqmpn:jﬁllmun!
koordinatave e formon me pjesén pozitive té boshtit x, si edhe gjatésing ¢ asaj

normaleje.
Viére zgjidhfen
Do ta sjellim barazimin né formén normale: A =1, B=-1,C=1, 1=-3;
.t:gl=u:ﬂ ku wijon: m"’:_:?]'f' mqp=ﬁ‘—;?, p= é
1 1 2 = ab¥
Prej cosp=-— =-"f dbe sing= —= = % Hiﬁ_.gil!i'.

Mbwj mend!

g} Barazimin e drejizés y = kx + n sille né formén normale.
Vére sgfidhjem

o Prej eilés form® Bahitd harazimi § dhdn?
Barazimin & sjellim né formén ¢ pérgjithshme, d.m.th. &k - ¢ + n = 0, kurse forma
mormale Eshté: kx—-y+n

;F 1 =0,
hmuﬁﬁmmmﬂuhm;umqhum
Detyra
(1) Shkrusje barazimin e drejtizts, nise Eshié dhéné:
s =30, p=1 b) @= 150°, p=12;
p=45, p=1; gyp=135 p=1
(2) Barazimet e drejtizés q vijojng shknuaji né formén normale:
alde+ I+ 30=0 B Tx-24p-100=0 clx-p+2=0;
gly=ax+2; dydy+3=0 dx+3=0
DxJ3 -yJ6 +7=0; :}}f=-%x+5=ﬂ; I:]£+%=L



@E:ﬂnthdiuqﬁnumﬂjn:tujﬂahnﬁ:mnpjmhpmjﬁutﬁhmhﬁt:
Ay T+ -.IEJ-"-""-H: h]-gEt-}l—-ﬂ-'ﬂ‘: e+ vd =il

@ >  LARGESIA PREJ PIKES DERI TE DREJTEZA
; " T B Ty = i ;_&:_ - N e

Kujtoba! [j}- Eahte dhéng barazimi | drejiSzds m:
y s . Ax+ By +C=0
Cka éshté largésin prej pikés deri te ghe piks M(x . ¥,) q¢ auk shirihet né

O orgesin niérmiet dy drejtganve TEIVE0E0 ¢ dhEn. Cakto largésine proj pikés

Saalels? M deri te drejiZza m.
W
¥ére gfidijem ] m,
Rasti I: Pika M dhe fillimi i koordinatave shirihen né -

ané t& ndryshme prej drejtézés m, fig. 1. \
Lo & jeid xoosg + yeing - p = 0 bamzimi | drejtdzis
mt né formén normale, . o Mz y)
Mépér pikén M térheqim drejiéz m, e ciln &shid 1"',\\{“ \ .
pércaktuar me kindin @ dhe larpésiné prej fillimit 1@ al . X
koordinatave p + d. Forma normale e barazimis 1 fig. 1
drejtizés m, Exhid;

xcos@ + ysing - (p + d) = 0.

Pasi pika M (x, v, ) shiribet né drejifzén m , koondinatat ¢ tyre e kénagin barazimin ¢
drejuénis, d.m.th.

_tl-c'a.ﬂp+_g.ll.li'u-|p-{p+d]={ll,
Prej kétu vijon o = x,cos + y sing - p &shié largésia e kérkuar,
MNése barazimi | drejilzés éshié dbéné né formén e pérgjithshme, atéheré paraprakisht
dubet ta transformojmé né formén normale.
N& kété rast largssia d prej pikés M{x,, ¥} deri te drejtBza Ax + By + C = 0 do
njehsohet sipas formulés
4 Ax+By +C

o
para rrénjis merret shenja e kundén e anétarit té liré .

[i}mmmmprnjpm&amd,jjdmwmjﬁmm: x+y-2=0.

Viirw g iclifiess ":"" Iy
Pika M dhe fillimi i keordinatave shiribien né ang t@ x\/
ndryshme prej drejiézgs m, fig. 2. :
d-z'd+1-3_1=3. » 5
—Jm— r fig. 2 o "|,' 2 i 4 ¥



Rasti I1: Pika A dhe fillimi | koosdinatave shirthen né snén ¥a
P AR 1 denjieie m, fig 3 [

INE kétk rast forma normale e baruzimit € drejtézés m, ‘?\ \
Eahnd:

xoos@ + ysing - (p - d) = 0, dmth
Xcosp + ysing - (p-d) =10,

pre ku H
d = «{x.cosp + y sing - p) os
+8y +C . i -
d=— » parn trén;jés merret shenja & kundén me shenjén e O
JA 4+ B
Cakio largising prej pikés M{-1, 1) deri e drejiEean p: 2x + p = 2 =0,
Vére zgfidijer ¥
Pika M dhe fillimi | koordinatave shirihen né anén e nj&jid 2
iF drejtizin p, Gg.A. &
dm E-{—l]+1-]—2= 3 »
N A Ty S

Mbaf mead! fig. 4

Bj} Cakto largésing prej fillimit & koordinatave deri te drejtézs
-dp+ =1 ¥ &

Cakto lnrgsité ¢ AAFRC, nise diben koondi-
notat ¢ kulmeve 2 tij: A(-2, 5) 86, -3)
dhe C{1, 9).

Viire sglidhjex

Cakto barazimin ¢ drejigzés gé knlon népér pikat B

dhe C, fig. 5.

Nése punon salkté, duhet i fitosh baragimin

12x + 5y - 57 =0,
Cakto lorpgEsing prej pikis A deri te drejodza B

g 126245557 _s6
Jdzies 13
6

13

Domethénd, b =




@'}Eﬂmlﬂﬂﬁmm&n’dﬁdy drejiézave paralele 3x - 4y = 10 =0, fix - By + 5 = 0.

Vére sgffdhfen
Ket# detyre mund ta zgjidhim né shumé ményra. Do tf ndalemi né dy prej tyre.

M!nrn[:H!njhinw:j:hh&uvtmﬁm;ﬁ:ﬁdupikiMx,.y,]:ﬂ::m—tnjmthrghlu!
€ tyre den 1e drejiéza tetér.

Pika M{2, y,) le t& shtribet né drejidzén 3x - 4y - 10 =0,

Prej ketuvijo: 3 2-4y -10=0; dy, =4 p =-1,

Domethéne M2, -1}, kurse largSsin ¢ saj deri te drejiéza 6o - 8y + 5 =0 &shis:

4o l8:2-B0145] 124845 25 _,
Jeesy 10 1
Ményra 11 (UdhEzim): Cakioji ¥
largdaité p, dhe p, prej Allimit of g
koordinutave deri te drejiéiza Getlr. |
Niése fillimi i koordinatave #shié
prej anés s& mdjl & drejileave
aidherd d = |p, - p.|, fig. 6, nise
fillimi | koordinatave & Eshié
ndérmjet drejtizave atihere
d=p,+p, fig. 7. fig. 6

Pika A(2, -5) &shtg kulmi | katrorit, kurse njd brinj& e tij giendet né drejiézén
X = 2v =7 =0, TE pjehechet sypring & tj.
Vire rgjiialfer ¥

Largésia pre] pikis 4(2, -5) deri te drejtéza 7l - >
pix -2y -T7=0gshié & barabarté me brinjén o
18 katrorit, d.m.th,

\

I'E""I{—"S.}—T :‘ _ " )

Syprina e katrarit &shté SILIET=5. m_.ﬂdﬂ;ﬂ
EL
[_‘;::- Juné dhéné barazimet ¢ dy brojéve 18 njé drejikéndéshi 3x - 2y - § = 0,
2x + 3y + T = 0 dhe njE kulm i tij (-2, 1). Njehso syprinén e tij.
Decyra
(1) Njehso largésing o prej piks & dhiind deri te drejtEzn ¢ dhEnt, nése:
AT, pr e+ Sy -T=0: 01 A4(-3, 2), podx - Ty + 26=0

.

1



(2) Provo drejtézat 2+ /5 - 15=0 dhe +/11x - 5+ 36 =0 a ¢ takoiné nié meth
t& njéjté qendra & t8 cilit Eshig né fillimin ¢ koordinatave. Sa Eshid mezja ¢ atij mrethi?

@ Mjehso largésing prej drejtézés po alx = a) + By = b) = 0 deri te fillimi i koordinatave.

@ Diagonalet ¢ rombit me gjatési 30 dhe 16 jani marté pér boshte koordinataive. Njehso
larpisiné ndérmijet brinjtve 1 rombit.
NE boshtin ¢ ordinatés cakto pikén q& &shié njé lloj ¢ larguar prej fillimit té koordinatave
dhe prej drejiézss 3x - 4y + 12 = 0,
(W) 192 boshtin ¢ sbshisavi cakio pikn gt ghendet of larglsi d = @ prej drejiSats
x Jl_._
n+b_L
(7) Largssité « pikés M prej drejtézave Sx - 12y - 13 = 0 dhe 3x - 4y - 19 = 0 jané
pérkatésisht 1 barabarta 3 dhe 5. Cakto koordinatat ¢ pikés M.
@ Cakiw vindin gjemmsirik I.H'pih:wqﬂ'jﬁnﬁnjﬂ'lh.lj H,'.-Iﬂ'w“prq] d:l-'-:ll"-';lmplllhh
Ix-y+T=0,3x-y-3=0.
@ Shkruaje barazimin e drejlézés paralele me drejtézén x + 2y = | dhe
x + 2y =13, e cila largesiné ndérmjet tyre ¢ ndan né 1 : 3,
@ ME largési 5 prej pikés C(4, 3) térhiq drejtéz e cila né boshtet koordinative prené
segmenta me gjaté 12 barabarta.

w0 5 l_:'_ -
: il
Mo

Cdo kénd i jashi®m i trekéndEshit Eshié i

bn‘lhuﬁntﬂ'mn_ﬂedrkﬁﬂtu b _f-%;+ld]:_}r"?_;_|4

brendshme jo fgingé me atd kénd

te(a + 90F) = -cipa Eﬁﬂﬂhtimmmﬂimﬂnﬁ
g —ig B

tg(a—p)={2"8
1+ igarg f

Dy dregtéze g priten formojné Katér

kénde,

Si jand ate ndérmjet veti?

Vire, drejifzat g formojng kéind 1 ngusht® @ ose kénd 8
glert @' — 180° . o
Zakonisht prej kéndeve ndérmiet dy drejtézave ¢ marrim mé 18 voghin (1€ ngushtin),

e




Kiudité‘ﬁhﬁkﬁlﬂijdnﬁniblf{,fﬁ]. | pra prej kétu vijon:
o=, dmth ¢= @ -,

: P ige, —
Duke i zbatuar teoremat adicionale tggp = 1g (&, —q]=%.

Prej barazimeve i€ drejiézave kemi fgdx, =%: fga, = 7, pra
7.2 B
fgp=4i—=ﬁ—1 Domethéné @ = 45°,
1+—7 —
4 4
[ZTPCuluuhﬁdhndﬂmjadrqilﬂuvey=k,x+b,d;l-ey-krt+&1.

Veére zgfidisjem

Nése nit harasiné n;gg:——“-‘ia*— zévéndésojmé rger, = k, dhe rga, = k,, atéheré

1+ g iga,
kéndi ndérmijet dy drejtézave 8shté dhénd me formulén:

fopm i

Ir.lu.tI gshié koeficienti i drejtimit t& njérés drejtéz; k, &sht® koéficient i drejidzés fetér,
Dhuike & zhatuar ké1& formulé cakiohet osc ig > 0, ose g < (1 NE rastin ¢ paré dshié
cakruar kéndi i ngushié, kurse né rastin e dyté kéndi 1 gjeré ndérmjet drejtézave t& dhéna.

A fig. 2.

Vifre rgfidhfex
Mise drejigzat p, dhe p. jan paralele, atéheré ato for-
majng kénde (& njgjtd me pjesén pogitive 18 boshtit 68
x -« it, dmth. @, = o, pra edhefgo, = fga,.

Y

r’; -

Dy drejifza jané paralele nése dhe vetém nése kané koeficiente t& drejtimit t& barabarté,

P p,

Prej dga, = k, dhe fpa, =k, vijon al ~

X

ﬂ"& fig. 2
Anasjelitas, nése k, = k, atfher® tger, = rge, dm.th, @, = @, q& do 1& thoté se drejtézat

p, dhe p. jané paralele.

[b Népér pikén A(-3, 2) sérhiq drejtéz p, qF &shté paralele me drejiézén

prix-dy+d=0
Vifre sgjidhfes

i Barazrimin e dreji@zds P e gjellim n€ formén ekeplicite, dm.th. }r-%.t-l-%, wijon,



J:,u%.lcn:ﬁuimuimtmh € drojifzls Ax + By + C = 0 mund & cakiohet edhe me
zhatimin ¢ fomulés t=—‘-;-_
Prej Inuhumpirmmjuliumﬁdr:jm::p, dhe ., vijon k, =4k, =§.
Prej barnzimit & drejizés népér nji piks kemi
y-¥=Hx-x)dmth y-2= §f4‘+ Nosede-dp+ 12=0,

Virtelo se gdrejtézal juné reciprokisht normale, nése dhe
vetém nése koeficientél ¢ dreji€zave jané reciproke me

shenjé 1 kundén.
Vére vérforimin
Nésc drejtézat p dhe p, jank reciprokisht normale atéhers
o, = o, + 90°, fig. 3. fig. 3

1 |
0, = +90°) = .= dmth k,m-— om k -k =-].

B0, =@ (0, + 50 = -atemy = -— 0 kzt:&|‘t:

Annsjelltas nése k,-Ll,um:gqf-Ln-ﬂguI- tg (@, + 90°),
k, g,

@ Népér pikén A(-3, 2) térhiq drcjtéz p, qF Eshté normale né drejizén
pidr-Jy+rd=

Vire sgjidijem
U Koeficienti i drejtimit (2 drejidzés 52 dhéng k, =—§=%_
* Prej kushiit 1 normales kemi &, =_il.|=_;--

© Duke 2EvéndEsunr né burnzimin e drejtézés nepér nid piké y - ¥, = kx - x,) kemi

i
Pry-1= 'Eir+3]d.mﬂ1.3:+1}'+5-ﬂ.

Jonk dhénd dy drejiéza p: de - 4y + B =0, p,;: 5y - dmx - 7 =0, Cakio m ashtu
ge drejiEzat & jend reciprokishi:
i) normnke; b} paraleke.

Viére agfidhfen
& u) Barazmmet e drejtézave | sjellim 0 formén eksplicite:
3 3 4 7 4
F,;,F—I-t"'i, A,=:. Pyi= incr-r"' ;. 11=Em-

I3



| SV T .5
?ql:ﬂtﬂ-dhl.,t—: 'rﬂnlin— !'M- 3"
4

ﬁ:? Jané dhint barzimet ¢ drejiézave p: dx - Jy + 1 =0, p;: Ix - my + 5 =0, Cakio
m sabt é drejiérat 1 proten nén kimdin prej 43°.

Vire zgiidhfem 4 i 4
ijbndmﬁhiﬂnﬂ:pl:y"j'l* 3 h-iimm
2 2 -
piy= 3t L h=—.pmpy ﬁ&l!?hﬁ
2.4 4.2
- I L
I+-£-! Lo 14— £ I
m 3 m 3
6 - dm = Im + &; dm-6=1m+ 8
2
m=-z e m= 14,

ﬂ-—ﬂﬁtphli--%wnnnlIliqi-lrli-imniilﬂlpﬁ4FL

@; Mepér pikin A(1,2 ) térhiq drejie: a) parslele; b) normale; me drejtésén

|
m—g—]
*3

Detfyra
@ Shiruaje baruzimin e simetrales & segmentit A8, A(5, 7), B9, 5).
|
(3 kit toins AABC, A(3, 3), B(11, 6), CX7, 12). Cakto barasimin ¢ laesisd  rhoqur
24F" prej kuimit C.

"@mmmaw

By=z, y=r+ 5 hi£+§-1: Z+lay

2 3 2

(4) Cakio kindet « wektndishit ABC, A(1, 3), B(5, 1), C3, )

(3) Napér pikn M (3, 5) téshiq dreftbe e cila me drejiéztn 3x - 2y + 7 = 0 formon kénd
poej 45

(8) Pér ciare ki dabet 1€ rrotullobet drejtézs Lx + y - 6 = O rreth pikdpeerjes 52 saj me
bashtin y g 1a prené drejiésla x - 3y - 6 = 0 nén kifndin prej 4577



(7)) Pee cilin kénd dubet 8 rrotallobet drejiéem 2x - 3y + 5 = O moth pikis o saj M(2, 3)
qf né bouhtin 1 i prend segment me Gatém 47

@ Cakto vendin geometrik i pikave g jand njé o) o larguars pre| keahive tb kéndit g&
« formojné drejilomt x - Jy + S =0,3x-y-2 =0,

<

Kujrodra’
Ststemi | harazimeve mund i b) nuk kn ssnjé zgjidhje;
ax+by=g €] ka pafund shumé ngjidhpe.

(furé porite reciproke mund t kené dy drepiéza né rafeh?
Dy drestéea jané paralcic nése koeficseniét © 1yTe @ drojumn pané 1 barsbart

[ Lot jenk it dresient p, dhe p;;  2) x4+ 2y~ 8= Odhe dx -2y 4= 0;
By dr-2y-T=0udhefir -4y - 10=0; ¢)2x-5¢-1=0dheds- 10y-2=0.
Cakto pozitdn reciproke 1@ drejiézave.

a) Diregtézat priten nd pikén M2, 1), b) drejideat jund parnlele;
¢} drejtiézat puthiten, fig, 1.

Ibu \# jené dhéné drejient p, dhe p.. barssimet ¢ 2 cilave jand: pm 4,5+ By + C,= 0,
pymAx+By+C=0
Calitoji kushtet kur drejudeas
a) priten; W) jand paralele; ¢} puthilen.



\ érr rpjidijen:

u) PikEprerjs M (x,, »,) shiribet of 1 dy drejifzat, prandaj koordinastat ¢ saje do V'
kénagin njékohasish harszmet ¢ drejidzave. Koordinatas ¢ M, do 11 fitoymé » sgiidhie
1€ sistemit 1 harazimeve

{H.I'-irl‘.,j'-l-ﬂliﬂ
Ag+By+C, =i, dmih

1. Sisterni ka rgjidhje t# vetme, d.m th. deejizat priten

AR = AL
AB-AD=0dma Dol

2, Nése A 8, - A8, = 0 dhe 18 pakién njien prej drejteaave O, R, - C 8, ose A4,C, - 4,C,
mm-hﬁ-ﬂmmMﬁEMI muk ko egidhje, dm.th. drejiézst jané parabele
dhe

ity o8 f-ﬂmi =g P CB,-C,#0 viem Ta Tl i

;I-.Nan..-ll' .-{,I', 0,C8, - CB, =0dhe 4,C, - 4,C, =0, meherd sistemi ka zgjidhje
-mmwm

Prg e viom 2= }! p
l%“:bﬂﬁ:i“ﬂ#ﬂl

[p- Cakio koordinaia ¢ ks ¢ réndinit 1€ rekéndéshn barszimet c (¢ il pané
@ Tx+y+20=0, Mzx-2y-10=0, cx+y-4=0
[T>> Shkrusje barazimin © drejtézés ¢ cila kalon népér prerjen € drejezave
pox-y+4d=0dbe g dx - 2y- 20 =0, krse EshiE:  a) paralele; b) normale me
drejibatn = 2c - Jy - 1 = 0.
Viére agjidifen

x=y+d=i {:'“.H{lt 1),

SR {u 2y-20=0"|y=18

2
ﬁ%*iﬂ—ﬁhnwnl-lﬁi.
Drejtéra ¢ kErkuar kalon népér pikén M{14, 18) dbe c ka kosficientin ¢ drejtimil
2
k=2 dmiyoy,=Mrex); ye 18 S04y 26-3p+26=0



mm#:ﬁﬁi“hiﬁr=h+3“lﬁim-
dejldrave y=2r + | dex-y+ 5=0

(1) Jan di dy pika: A(-4, 2) dhe B3, 1)
Cakto bararimin ¢ drejiéndy ¢ cila &shié paralele me A8, kume boshtin ¥ ¢ prenk né
pikéa (10, -2)

(2) Per cllén vler & parametrit m drejidant (m - 2)x + my -2=0 dhe
G + {m + Bl - m - 2 = 0 puthiten?

(3) Cokto M asheu g8 drejibeat mex - 3y -2 =0 dhe Jx-my-m+1=0
a) 1€ jend paralebe,  b) 1 puthiten

(4) Shkruaje barazimin e drejiésis e cila kalon népér pikén A(1, 2), ashiu f pikat 803, 3)
dhe C15, 2) 1€ pon né largés W mpinié proj drepinés.

(3) Bararimet ¢ brinjéve & njé wekindéshi jank y - x + 3 =0, Ty - 2x + 6 = 0,
Iy 4+ 2¢ + 14 =0 Cakice
) perimetrin = b) syprindn; ) gjardsing e lartdsive;
¢) atésind ¢ vijbs o réndimit @ trekéndéshit,

(&) Formo buraim 18 drejssés g€ kalon ndpér piképrerjen & drejidzave Zc 4 y - 2= 0
-39 -23=10 dhe niiplr mesin e segmentic MV, M(5, <6); M-1, 4).

(7) Shkrusje barazimin o drejtists qf kalon népér piképeerjen ¢ drejiésave
2+ Ty~ §=0dhe Ix+ 2y + § = 0, kurse me drejitzin 2r + 3y - 7= 0 formon
kitnd prej 45°.

@ Cakto propeiucnm ovogoml & pikés A(l%.:li]ni“h-h-- 15=0,

(¥) Cakio pikén A g8 Exhaé simetrike me pikén B(-3, -4) nd lidhje me drejsézén
Ir+YpeSi=,



Kajimba! Em#.....u_._u

analitike ¢ missnm drejiéaén o
Cka éabie v{jé rothore? i nga vijat e 1 hjeshén, N2 Kl ot
P —— metodén e koordinstave do ta sgjernjmé
odbe me lakore: vija rrehore, elipsa, hiper-

d=(5,~x) +(3,~ ) cakiohst  \oita e pursbolia. Pr kit kan diter cibe
largésia ndérmjer pikave Alx,, ¥,) dhe  grekit o vjesdr. Pasi metodén ¢ koorndinatave

Bixy, ¥.) muk ¢ kané pasur 1@ njohur, alo lakoret | kané
Cano lrgiuind ndémmjer pbave shqyruar si precje konike, Ne 8o 1 shayr-
AGL BELAL i end gieometrih i pikave né rrafth

—- 2 ”_.-.- -_-!.- i :"__ v

Wija methore Eshié vend gleometrik | pikave né roafsh o cilst jané né Hoj o lerguars
pref nj# pike 1 dhénd nga rafshi | apdjié, Pika o dhéng (fikse) quhet qondsa ¢ vijés
methore, ¢ shénojmé me Clp.g), kurse largésing r, rrezja e vijis rrethore.

Caklo barazimin ¢ vendst geometnk 1 pkave #’i.
né rrafih gf jané prej pikis Clp, g) o larguas
pérr.
Vére sgfidhjen |
T Veudi peomesnik | pilkeve @ kirkears Alx, ¥)
ey rradshit shinhet vija rethors me qendrén ¢ crla % wﬂlql 3
uil né pikén C, kurse rrezja v, fig.1.
fig. |

© Knshii i nevajshim dhe | mjafiseshém piks M{x, ¥) 1@ shiribet né vijén methore 18 dhéni
skt CM = ¢, (r>0).
 Sipas formulés per larpesing ndérmyet dy piksve ke

CM = J[:- pY +{y=q) , dmm J(:-p]’ +(y-q) =r.

Paai r > 0 vijon




Ey barazim qubet barnzimi | vijés methore (forma normale & vijls rrethore), me gendér né
pikén C{p, g) dbe mese r.

Shkrusje borazimin ¢ vipés methore me gendér né pikén T dhe mess =
D042, r=1;  QO-L0), r=J5;
B (0, 3), r=2; 00, 0), r=25

Vifre rgfidiyjes
&) Me sivindésimin p =4, g = 2 dhe r= | né barzrimin ¢ vijés mrethore kemi:
+8f+(y-2y=L
&) Pasi €0, 0), domethéné p =g = 0, pra barazimi | vijés rrethore &shid
P+ =r aeal+y =625

[ 3> Te shruber barazimi i vijés mrethore o8 kalon ndpér pikén M(7, -3), kurve qendra
gsheé n# vijén rrethore (13, U).
Viére rgiidiijes
Rresjs ¢ vijes rethore Sxé r = CM
r=f(7-3 +(-3-0) = fI6+9 =4,
Kutse Barseums | vijes methore Eshié
(x-3F +y =25
[4=> Té shikcruber barazimi i vijés rethore dismetri i s cilés éxbié segmenti 4B,
Al-2, 4): B4, -3),
Cakoji koordiname ¢ qendres dhe rreren £ vijés rethors barezim i 18 cilin St
-2 +(p+1F=9 r+If+y=|;
B+ (y+df =T, Dix-2F+{y-2F =8
Viére rgicthjem
b) €10, 4), ¥ = /7 . Qendra shirihet né bashtin y.
§) €12, 2), r = 2+/2, Pasi p = ¢, qendra shivihet n8 simetraken ¢ kusdrantit & part dhe 12
frold, d.omih, né drejilzdn y = 1.

[e> Cll e 40, 1 32,0, O 3 ). DD, 0) shiihet 0t vijén recthore
+yE=4




Viéire agfidifen
Pikia sheribet né vijén methore ndse me pvindésimin o koordinsave 1@ pikis né harssmin
e vijés rrethaowe, ajo béhet barasi e sakil numenke.
a) ¥ 4 | = 4, barasis muk Sshié ¢ sakid, domethéng piks A nuk shivihet né vijén rrethore.

E:> Shicrunje barsyimm ¢ vipls rmethore gF ¢ takon boibitin y of pikén ARD, -3) me meze
r=2
Vire zgfidijes |
Qendra Cp, ¢) ¢ vijils rrethore g e tkon
boshtin y sheribet né drejiézén y = g, kurse
p=lomp=-1 gl
©  Ekzistojnd dy vija methore gf ¢ kénagin
kiirkesén. (Qendra e vipis rrethore i dhéné Eshié
€12, -3), kurse ¢ goirds C (-2, -3).

Harnrimet ¢ kérkuarn jané:
(6 -2+ (p+3) =4 ose
(x+2F+(p+3P=4 fig.2
EE} Shiruage bararimen  vijes methore gé ¢ takon boshiin x né pikén M{-3, 0) dbe rreee
r=

ﬁb Shicrusje berazimia ¢ vijis rrethors oF i takon 18 dy baskast Roonfinative, kurse rresis

r=3
Viére sgfiehjex

Sipas sgidhjes s& detyrés 5.4)
Qendra ¢ vijés methore shiribet nd drejuizén
y=xose y=-x,dmh o= gl =r Detym ka ks-
W rgyidhje, fig 3.
Koordinatal ¢ qendrés jang C{21, £3), kurse
barazimet & vijave rrethore jangé

(x££ 3P + (y & 3 =9,
Vire ndlse vija rrethore e (akon njérin ose 1@ dy
boshiet dubet & kemi kujdes. O b mund 1@ koté
mj oie dy ose ksbdy rgjiclhie.

Detyra
(D Té shicruhet barnrim i vijés meture nése:

n) qendra éxhié CY0, 0), r=T,;

b) qgendr Sshad Cf-2, 4].,:"‘;';

) gendrs Bxhed C[-3, 4), kurse kalon néper fillimm ¢ koordinutave;
§) qendrs ExhaE(]2, B), kurse kalon népér pikin 4(-2, 5).




@ Calto pozitén o pikave A(-1, -4); B(2, 4); C1-5, 3), I(-3, -2) ™ lidhje me vijen
rrethare (x + 1Y + (y + 17 =9,

Cakio koordinatal dhe rresen ¢ vijes rrethorg néss bararimi | saj Sshid;
li'{l—ﬂl-l{]-l-%],lrl; :][.1.'1-%].1-,’-’;
b} + (y - 3 = 4; G+ F =36

@}Hm-rﬁhmmmmmupﬂmml.n.mc

) bhoshein 1, I} baahtin ¥,

@ Shkruape barnzimin ¢ vipls methore g€ ¢ whon boahrin x B¢ pikén A3, 0), kese n2
hashtin p prend segment me gaiésd 10,

(8 T shkruhet haruzimi 1 vipés treshore dismetri | o cilés éxhaé sepments nga drejtéra
Ix - 4y + 12 = 0 gZ giendet ndérmjet bosherve knordinative.
T# shlorubct barsomsi | vijés mothore i dy demetrs 8wy shinihen né drejiErat
x+y=-4=0dhelx-3yp+ |2 =0 kurwe kalon ndpér fillimin ¢ koordinatave.

(B) Shikruaje barazimin e vijés rrethore ¢ cila kalon népér pikat A(0, -2) dise B(4, 6), kurse
qendra sheribet nd: &) boshitkn x; b) boshiin ¥,

@'_} Shkriunje bararimin e vijes methore qé kalon népér pikat:
a) A5, -3) dhe B(4, -2), kurse rrezja r = 5
b) A(-1, 3) dhe B(3, 1), kurse gendra shiribet né decjifeén 3x - y - 2 = 0,

(M) Shicraaje barazimin ¢ vijEs mrethore ¢ cila kakon sépér pikén A(-3, 7), kune ¢ takon
bosbtin x né pikin B(-4, 0).

% Fugizofi binomer (25-13); ['“l:l]" _

¥ Barasimi @’ + bx 4+ ¢ =0, s @ 0 qubet barssim katror me njé i panjohus.

o Cili prej gifieve i@ radbiour (x, ¥) € ({1, 25 (1, 2% (3, -2) (3, 3)} estid agjidhje e
Ax+ y=4

Paxyey =T1

¥ Baruzimi dx* + By + Oy + Dix + Ey + F = 0, nése i paloodn ajérl prej koeficieniéve

A, B our ” dubai 1 ndryshueshim prej soros dshii fonma e pérgithee ¢ barsomit ketror
ey 1 b

A——



[i> Shkrunic barazimin e vijts methore, nise r = 1 me qendér né pikén .-:[_:,1].

Viire agjidiyjen:
' Vija methore ¢ kérkuar &siug;

oo
Pas fugizimit 1€ kryer dhe reduktimit, fitohet horazimi
A+ 4@+ 12 - 16y + 2 =10
WiEre, ¢do barazim € vijés methore

(x-pP+{p-gf=r
mund t# sillet nd k2 farmé £ pérgjithshme

R4 -2 -dgy 4 g4 @R =0
* Baruzimi i fitunr Eshté barnrim katror me dy 8 panjohura,

- Cilnt kushte dubet i kénagin koefeientét ¢ baruzimit
At + fBxy+ ©F | D | By | F =042 al 1 jeiE laimein i vijés rrethury?
[uke ¢ krahasusr kété barazim me barazimin paraprak dubet:
1. koeficientét para x* dhe 3# 18 jenk 1€ barbarté, dmth 4 = C 2 0:
2. T¢ mos ckziston anétar x - 3, dmth. § =0,
Me kiéto kushie barazimi &hié | formis
AL+ A + Dx+ Ey + F =0, dan.th. 1‘+1’+E—:+§f+£-ﬂ.
= nlﬂ{!ihlhlﬂ“'tl I- i

Eay-dp-dgr+p @ -r~=0 dhe .t‘t+3- +£I+£]+%-ﬂ prm

. s

g+ rt==— ose pas zévendesimit p dhe g, filgimé = r{u’-psi-a!ﬁ}

damth. r=ﬁ1l‘ﬂt+5*-w. A0 Pasire R, vijon OF + B - 44F >0,




[_i:) Cili prej kEtyre barazimeve paraget barnzimin e vijés methore:
a) et + dp? - 12y + 16y - 11 =1; bjxwl + 4+ hr - dp+ 1R=10;
gty -dx+2p+i=0
Viire zgfidlfem
a)d=4; D=-12, E= 16dhe F=-11, kurse [F + E* - 4FA = 144 + 256 - 4 - 4(-11) =
576 = 0.

D 12 3
Domethéné, barazimi | dhéné Eshi barazim | vijés methore: P=-E=?=E’
E 16 ) 3
q=—ﬁ=—?=—2,pmqmdm:njhhtﬂn£pkﬁnf: E'_E , kurse

F (3 11
¥ et =] (2 + =0 F=13,
rep’ +q A-[II 4- Jdmth. r=3

WMA=1LD=6E=-4F=18 kurse " + E* - 4AF =36+ 16 - T2 = -20 < [,
Domethéné, barazimi i dhéng muk éshié barazim i vijés methore.
cld=1,D=-A4 E=2dhe F=25, kurse [F + E* - 44F = 16 + 4 - 20 =0,
Domethéné, barazimi i dhéng muk &shté barazim i vijés methore.
Barazimi i dh&né mund & shkrubet edbe nE kété formé (x - 2)* + (p + 1 = 0.
Ehunll.ehhmivcﬁhﬁmnﬁ:dh:wﬁmr&ﬁ:;-l-ﬂdhty+I-[I,r]_m_th_:=2dhe
y=-L
Gjeouetrikishit kjo do 1€ Uei€ se kovndinatal o pikés (2,-1) adbe vetéo sio s kénagin barazimin,
d.m.th. me barazimin ¢ dhéné &shi# pércaktuar pika (2,-1).
E':} Eshté dhéné barazimi 3 + 17 - 2 - 4y - 31 =0,

Nése barazimi paraget vijé methore, shkruaje né formén normale.

Vire zgiidhjems

DP+E -44F =4 + 16+ 124 = 144 > 0, Domethéné barazimi i dhéné Eshié barazim
1 wijés rrethore,

Ményra e paré:
. D E F
Sipas formulave: p=——=1;g=——=2dhe r' =p" +g' ——
ipas an’qu ar_uqd.
=12+ 22 + 31 = 36, pra barazimi né formén normale &hié (x =17 + (y - 2 = 36.
MEnyra e dyti:
Me plotézim t& binomdi né katror:

-+ -14+02-4+2-22-31=0

(x-1F+(y-2¢=136
Cakto koordinatst ¢ gendrés dhe rrezes o€ vijés rrethore 8 dhénd me barasimin:
Bdd+4p=49;, BE+P--15=0 i+ PFrdy-16=0;
e+ P -2x-Gy-6=0;, O+ +Tz-p+19=0.

b=



Pér cilén vieré & parametrit A, vija methore:
A+ )+ Ax - (24 - Ty + A+ 3 =0, e wkon boshtin x7
b)x* + 37+ (A + 4 + (34 + 1)y + 44 = 0, ¢ takon boshtin y?
Vére zgjidhjes
. . A 24-7
a) Prej barazimit #=-E;q=—T dhar:=p]+qt—§.pujhﬁhﬁt|q1-r,ﬁjm

g =rF praprej r' = p* + g° —{-‘ vijon pi'—-g =), d.m.th. [—%]' -{1+3)=0,

Zgjidhja ¢ barazimit Eshid A = 6 ose A =-2. Pér A = 6, barazimi i dhéné & merr kétE formé

x4y + 6 - 5y + 9 =10, i cili Esht& barazimi i vijés methore me C[—E.%J'ﬂ!

r :9-.-[%]’-.;_&.:.:11:- r=%, kurse pér A = -2, barazimi i dhéné kalon né barazim

t# vijls methore x* + 32 - Zr + 11y + 1 =0,

T# shkruhet barazimi i vijés rrethore e cila kalon népér pikat 4(-2, 4),
B(5, -3), (7, 1).
Vire sgjidbjer |
Té shkrubet barazimi i vijés rrethore, dubet tf caktohen koordinatat ¢ gendrés dhe ezja e
vijés methore.
Detyra mund t& zgjidhet né dy ményra.
Ményra I:
Pikat A, B dhe C jané kulmet ¢ trekéndéshit,
fig.1.
Qendra e vijés methore 1€ jashtashkruar rreth
trekéndéshit gjiendet né prerjen e simetraleve
1 brinjéve t& trekénddshit. L i@ jetd A mesi i
brinjés 45,

H{-".+-’a1 Yat+ ¥y J.:Lm.th. H[i l}

2 2 2'2

55
Eurse N mesi 1 AC, N —.— |

- -3
k=B Ay p T2
¥ m-x ¥ e o3



Barazimet e simetraleve jané:

1 3 3 3
J".,—}'—-(J-EJ; EFTI-EHJ[I—E];

y=x-1 y=3i-5
M =10K O, 1),

kurse rrezja r =ﬁ!1|[{2+2f +(1-4) =35 Baraztmi | vijés methore né formén normale
ez (x - 2¥ + (y - IF =25,
Mibmyra I1:
Me zévéandésimin e koordinatave (& pikis o barzimin (x - pIF + (v - g = ©* kemi:
(-2-p) +{d—g) =+
(5-p) +(-3-q) =+
(7-pY +(1—q) =+

Zgjidhja e sistemit i jep vierat ¢ @& panjohurave p, ¢ dhe r-

Menyra 111z

H-F-Hnihrﬁ:ﬁniu.t'-l-}"-lm-m+#+q3-ﬁ=ﬂjﬁu&mmﬁu=.iplbuizqr

dhe ¢ = 7 + ¢ - ¥ = ) do 13 fitojmé x* + »* + ax + by + ¢ = 0 i cili parnget formin e

pérgjithshme &8 baraximit t€ vijés rrethore,

© Me pévindésimm e koordinatave 1@ pikave A, B dhe C 02 barazimin ¢ fundit kemi:
(-2 + 4 - 2a+4b+e=0 c=2a=4b-20 c=2a—db—2M0
SV v Su—Mre =0 = {Sa-db+c——M o (Ta—Tb——14
TP +P+Ta+b+e=0 Ta+b+e=0 Ja+b+e=0

e=2a-4b-20 [a=—4

= ﬂ'—.b=—2. =" b==2
Ja-b=-10 c=-2,
pra bariimi i vijiis methore né formén ¢ pérgjithehme éshté: 5 + 37 - 4x - 2y - 20 =10,

Detvra
@ Per clién viers 12 parametmit A € {U, 1, 5} barazimi:
-1 1P -4+ AE R 20 =10
pamget harazimin e vijés methore?

(2) N barazimin 2 + 32 + Ar + Iy - 7 = 0, cakto parametrin A ashiu q& barazimi
pamget vijin rethore o ciln kalon népér pikén (1, 0).



(3) Pér cilén viert 1é parametr & vipa rrethare
Frp+h-fp-A+p+3h-2=0
i pereke i dy bosdues kboordinstive
Cakto gendrin dhe rresen e vipés mothore 1 dhéng me bararimin:
Dir-3F+(p+2f =5 b)x! + 37 « dx + 2y = O;
4y -Jx=0; it +2F-Sy=0.

@ Shicruaj baraximin e vijés methore gendrn e sf cilés puthitet me gednnéin e vijés methore
'+ ) < dx + 3y =0, kurse rrezja éshed plr 2 mé ¢ madhe se rrezja ¢ vijis rrethore 2
dhiEné

(6) Shkruaj barazimin ¢ vijEs rrethore ¢ cila kalon népée pikin 4(3, -3) dhe ¢ pren busktin
¥ né pilost A0, 4) dhe MU, -2).

Shkrusj barazimin ¢ vijés rrethore ¢ cils kalon népér pilst
n) A(2, -2); B(T, 3), C{6, 0} b) AL, 2), B4, 1), X9, 6).

() Cakto syprindn dhe véllimin e topit rrethi mé | madh § 8 cilit kalon népér pikat
M1, 3), M3, 4), M(6, 4).

(3) Eshié dhind AABC, A(7, 1), B(S, 5), C(-2, 4). Shkruaje barasimin o vijés rethore
cila knlon népér meset ¢ brinpéve 18 rekdndduhin. .

@ Shicruaje baranimin ¢ vipls rmethore 8 jesbisshloruar meth ockiedEshit, barmnimet ¢
brinjdve o of cifit jond AR Jy + - T=0BC. y-x+ =0 AC. 2y-x-3=~0

Argranu’ A | Largisin o prej qendrés s vijés
. frélhate den be drejidea qubiet |argesla
® Kernjbamsin ke pigiomiedhe T 1g. 1.
¥# barsbarta ose komplekse t koniu-
jguara? a
Cakto piképrerjen e drepiéeave r &

x-y=|dhex+y=35
! Dy drejtlea jand paralele nése i kund

kocficientét @ drejtimit t& barabarté, b\""--._.-"'f
HltmitTnI koeficientéi &
drejlimese hcgnmhﬂillh fig |
e T

Prey imé herd ¢ ke @ mobur

L. Nése d = r, mtiherd, drejiéza ¢ prek vijen rrethore. d.m th kand ngé pik o pérbashbie
2. Nésed < r, atfherd, drejiira ¢ pren vijén methore, d.m.th. 810 kané dy pika 18 pirheshiuie
3, Nise d > r, atliherd, drejiérm dhe vija rratore mik kand pika & pérbashioa.



ke ¢ ditur shémmin analstik 1 dy vijeve. dm th. bararimet ¢ tyre, pilkbpreriet ¢ vijave,
nése ka. do 1'1 caklogme duke sgdbur sistemin pre; barazimeve i€ tyre.

E}" Cakio koordinatst ¢ piképrerieve & drcyigsss 1 + y - 6 = 0 dbe vijls methore
(-3 +(v-2¥=25

Vire sgfidhjen
y=f=-1rx |y=6-3x _{_p'ﬁ-h
(e=3) +(4=32) 225" | —6549416-Mr+95 -25=0" |10 -30x=0

Zgidhia e sistemit x, =0, y, = Hose x, = 3, y, = -3, d.m th. piképrerjet ¢ drejifieés dhe vijis
rrethore jand: A0, &) dhe B3, -3).
IE'# Shayno pozitén ¢ drejifzés y = kx + 1 dhe vijis methore ©° + 3 = #,
Vére sgfédbjen ¢ vistemie
yEEr+n
L‘ sy =rt
Duke sEvendsuar v né barszsmin ¢ dyié komi.
£+ kx+naf=r
P+l +lmenw-F=0D
(1+kF+2kentw-r=0
Zgidhyn e baruzimit katror varet prej diskriminansés sé )
D= (2Uny - ¥ + PNn* - F);
D = 4{{1+&)p* - n').
I. Kése D=0, dm.th #{] + &) =n’, barazimi katror kn zgiidhje i vetme, pra sisiemi ka
saktéuinht njé sgjidhje, d.m.th drejifza e prek vijén methare.
2 Miése D> 0, dmh F{] + ) > o, barazimi katror ka dy agjidhje reale, pra edhe sistemi
ka dy rgpdbje, d mth drcjidra o prend vipin rrethore.
3 Mise D <0, dmth A{] + I) < 0’ barasimi katror nuk ka agjidhjc reale, pra edhe sistemi
muk k rgpedige. dom th drejiées ouk ke pika o pérbashkin me vipln methore.

Cakto paritén ¢ drojibrds né ladiyye me vigin methore
2 -p+S=0dhas+y=50; Bxr-y+S5=0dhax’+y=§

Ményra v pard;

Viére rgjidhjen e sisiemit:
{;-i,ﬁ-l-ﬂ‘ x=2y-5 ] {:-2]-}
2+y=5 " |(29-95)+y' =5 |y -4y+4=0

x=-1 dhe y =2, d.m.ih. dretizn o prok vijin meihore né pikén A{-1, 2).

E=



- MEnyra e dyté:
5
Prajdruj!ah_r-%.r+%,ﬁjm t-%, H=E.mm“vﬁhnﬂmﬂ-im

vier & hilnagin kushtin {1 + By = o, [1%}5:[2}
d m.th. drejtéza e prek vijén methore
S—————

NE barazimin ¢ dhéng Ax - y + 5 = (), cakio parametrin A, ashiu qf drejiéza e prek
vijén mrethore ¥ + 7 = 5.
Vére sgfidbjen
i Prej drejtézés y = Ax + 5 vijon k= A n = 5, kurse rrezja ¢ vijés rrethore &shité 2 =5,
" Me zivindsimin ng kushtin pér prekje
(1+E=r (1+A)5=25 A=12,

Iib- Cakto kushtin q¢ drejtéza Ax + By + C = 0 ta prek vijén methore
(x-py+(y-gf=r.
Viire zgjidhjem
" Drejtéza &shté tangjenté (¢ prek) vijén rrethore nése d = r, fig. 2

* Largésia prej pikés A{x,, y,) deri te drejiéza Ax + By + C=10
njehsohet sipas formulés

d:‘%ﬂﬂ.
A+ B

Nese pika Clp, ) &shté qendra e vijés rrethore dhe d = r, atéheré kemi

Echtd leuchti i kErkuor par prekje.
Mése drejiiza Sshid shkruar ng formén eksplicite, dm.th. y = kx + n, atEherd kushti Eshié

Ib' Cakio pozitén ¢ drejtézs dhe vijés methore:
a)x + y = 9= dhe (x = 2F + (¥ - 1P=25; b)x + y+ 4=0 dhe x* + 3 + 2p - 3=0,




Viére zgfidlfen
) Qenddrn e viids methore 8shad E12, 19, kurse r= 5,

H-24011-9 &
ﬂw—ﬂﬁﬂaﬁ{ r , domethéng drejtéza ¢ prené vijia rmethore,

d
@‘? Cakto parametrin A ashiu gé drejtéza ta prek vijén methore:
sl tdp+l=0 £+ 10+ T=0; b)p=-dx+ 8 (x- 57 +(y-8F=20.
Vére zgfidhjem

&) Prej baruzimit t8 vijés rrethore kemi: P=—%-%-5; a=0;

Aipi g 5 =25 - 7= 18, pra me zEvéndésimin te kusht| pér prekje kemi;

(4* + By = (Ap + Bg + OV,
(1+A0: B=(1 -5+ 1 -0+ 1)
(1+4&) 18=736;
A=l dmth d==%1,
%‘ Shkrusji barzimet e mngjentave ¥ vijés methore g kalojné népér pikén:
M3 2) P -drt Iy =0 by M2, 1) (x-6F +(p-3F =18

Vére zgfidhjen:
b} Tangjenta e kirkuer £ ¥ = kr + m kalon népér pikén M{3, 2) domethiéng 2 = 3k + n,
dmth =2 - 3k

. o . ] E
0 Trej baracimit t m——— =3 ge————]
[ 5] il vijils metloae o q A kurse

P=p+g- -Ea = 5 dhe kushtit pér prekje kemi;

(1 + Ky = (kp - ¢ + 0}, pm me zévéndisim kemin =2 . 3k
kemi (1+&)-S=(3-kP;
5+5k*=0.6k+ k-
W+ %-2=0
.l.'-*!—:.-i._'-""!wmn—ﬂ--!'l = B,
1 2 L i a z'ﬂﬂ

Tangjemat e kitkuarn jang= 1 y= %:+ —;-;. iy y=<lx+8.

ﬁ' TE shkrubet barazimi | iingjentds & vijés methore 2 + 3° = 5 paralele me dreft2zén
pix-y+l=10



Vifre zgficthfemn
Prej kushtil pér parnlelizém 12 dy drajtdzave vijon:
k=bt=0pary=k+ndmihy=2r+n
* Prej barszimit i@ vigis methore kemic p=~g=0.7 = 5, pn

pref (1 + ) = w" vijon

(1+3)-3=w; n=25
Tanggentnt ¢ kérkusm jand;
fiy=2x+5 dhe 1) y=1x-5 figl

[l Shkrusj bararimin ¢ rangjentés i vijés methose
(x-3F # (y+ 4y =3 gi &sbaé normale nt drejiliedn p; 2x -y + T =10
Detyra
(1) Cakin piképresiet e drejtéats dhe vis meshare:
Bj2r-y+5=0, P+ =50 Wx-Jy-5=0, (x-IF+(p+IF=5
@ Cakto poritdn o drejitzls nd lidhje me vijén rrethore duke mos ¢ 2g)idhur sistemin:
Ar+3ys|S=0, rf+ )~ =25
b)x-2y=10, (x-1F +(y+2F =25
) Tx+y=25 F+pP-llr-y+25=

(3) Cakuo koeficientin ¢ panjohur ashtu ¢ drejiéza ta prek vijén methars:
Al st By+1=0 24y -lx+T=(y
bidx ¢+ dp+8=0, 2+ +hr-dy-12=0.
(%) Cakto p dhe g sabt qf drejiiza w prek vijén rrethors:
Wr+y-3=0, (x-pF +(y-3F = 1%
Bjx-2p 41 =0, (r-5F+(y-gF=20
() Shkruaje barnzimin ¢ tngieniés 1 vijés rothors ¢ cila kalon népér pikén:
N RA5,0) P4 pyP=9 B PEY 6 P4 At y-20=0
(6) Shkruaje baruzimin e tngientés s vijés methore x* + 37 - dx - 6y - 12 = 0 ¢ ciln dshid
parsicie me drejtésin dr - 3y - 12=0.
(7)) Shirusie barasimin ¢ tangiensts s vijés methore © + ¥ = 5 ¢ cila Ebi& normabe né
drejifedn x - 2y = 3 =0
Nién cill kénd shibet vijs rrethore:
a) ot # (y - 4) = 16 prej pikis M(E, 4);
W+ - 2r- 14y + 25 =0 prej Allimit 18 koordinatave?
(8) Shkruaje barazimin ¢ drejiais gf & prek vijén rethore (¥ - S + (v - 37 = 5, kumve
boshtin ¢ 1t ¢ prené nd pikitn {6, 0).



(18) prej pikés P(2, -3) juné téchequr tangientat ¢ vijés rrethore
(x = 1P+ (y + 5F = 4. Shkruaje barazimin ¢ drejilzts qf kalon népér piket prekése.

(1) Shikruaje baruzimin e vijés rrethore qendra ¢ t cilés &xhid o pikén C(p, 1), kurse i prek
drejolaat Ax - 4y + 35 =0, dx + 3y - 20~ 0.

Shinuaje berwrimin & vijs rrethore qendra « si cilés sharibes né drejtézdn 2x + y = 0,
kurse i prek drejifest dr - Jp 4 [0 = 0 dhe dx - 3y-30=0.

; "".'I-
'. I- -‘I IJ

koeficientit o drejtimit jand k, dhe k.,
- Bararimi i drejitzs népér njé pike -5y h i
-y, =Mx-x) ;..qummmumh
. n_hid-?hi-ﬂpuhﬁh ' Drejtéss e eila Esheé normale né
r*.ﬁ'h !'{1—#.1. 18n ¢ vijés rrethore dhe kalon népér pikeén
X=X prekése qubet normale e vijés methore.

Shkruaje barazimin ¢ tngjentés oé pikén TUx,, ¥,) & vijls meshore
-pF+(r-qf =1

Vifre agfidijes »)

Mormaljs ¢ vpés methore kalon nipér gendrin C(p. ) dhe pikén el

Mx,, v}, fig. ). pra bararimi saj Sshi

n:p-q=2d(x-p).
5-p
Koeficienti | drejtimit 18 normales dsha k, = 219 fig. |

L=p
Prej kushtit t& drejofzave normale & < k, = -1, vijon

b =—2"F s bararimi | thngjentls Sebii:
%»-4q

" r-n--i‘:—:{l-ﬂvmiﬁ-Plr-x.i*'lr*r.!r.wl'ﬁ-
* Pika Tix,, y,) shiribet n# vijén methore, pes kemi (x, - pF + (, - qFf = 7.
Doz | mbledhar o &y barazimet ¢ fundit, fioms:

(x,-plx-x)*(x -pF+ -y Wy, - )+ ly, - qF =7
b =Pl =3, + 5 =P H -y -y by =)=



q T b i i A
i D - 1S W L - P . L.

Shknaape barazimin ¢ tngjeniés dhe normales né pikén 714, 1) 1 vijés rrethore
(x-2F +(y+3F=20
Vilre apfidifes
© Pika T shtrihet né vijén mrethore, pasi (4 - 2 + (1 + 3P =22 + 41 = 20,
b 1rﬂmmptaq=-3.ﬂ-mmm¢m--i-n

E(4-2)x-2)+(1 + 3)y + 3) = 20;
x+dy-6=0.
 Baranimi i normakes Sxhié
niy-y, =kix-x)

Prej barnzimit & tngjentés kemi &, --%--11 , kurse preg kushiit pér drojiéen normale

Hul,--%-l.mh—hiimmhhhlmr—l-;'.[.r—l].u!#-r*‘?-ﬂ.

b' Digjiirs 3x + = | ¢ prend vijén methore © + ¥ - 2r - by + § = 0.
a) Shkruags batazimet ¢ tangrentave né pikBprenet
b} Cakto sypringén ¢ trekéndzshit of kufiroar me drejiéatn ¢ dhéné dhe 1# dv tangyentat

w
S p=Lg=d QL= P+ 5=5 (g 2)

x|-1{0]1 D

jand 3=

Fulvioe ["'""";mu B-1,4)

L+y -2i-6y+5= 0' |£+x=0




© i) Tengjeniat jans:
folr= 1IN0 = 1)+ (p=3)1 - 3)=5;

hy: (= 1Y-1-1+(y-IN4-3)=5;
x+dy-21=0; -p+b=0,
© Pikiprerja ¢ tangjentave fitohet me zgjidhjen ¢ sistemit

x+2ly=2=(
2z—y+6=0,0(-1,2),

¥ b) Syprina e irckindashit ABD: A(0, 1), B{-1, 4), D{-2, 2).
1
§ =2 RO= Wm0y =W+ 500 1k
S = 210420+ -1 +(-201 -4 =5

Shkrusje barazimin o tanglentds sé vijés rrethore x* + 3 = |3, né plkén
-2, y,>0)

Sa rgjidhje ka detyrs nése nuk Sshié divéed kufirimi?
Vitre ngfidthjen
' Pika T shirihet nd vijén rrethore, pra
(=27 &y =13:dmh. 3/ =9;
% =3 mey, =-3, fig 3.
Tangjenia kalon népér pikéa 71-2, 3).
Pasi p = g = 0, vijon:
EXx +yy, =rg
2r+Iy=13;
r-Ip+13=0

fig. 3

%‘ Shicruaje baraztmin ¢ mngjentés o€ vijds rrethore (£ - 37 + (v + 17 = 20 ni pikén
IX1, ¥}, y=0,

Té caktohet kindi nén 18 gilin priten drejuiza
iy - y- 1 =0, dhe vija methors
(x- 2044 =5.




-y=1=0
. Igiudhje e -d—l.lh 1],+fljjﬂhﬁnn|ntm.-!hl
ymis=1 y=3x=1
¥ -dx+44+y<1) =5 |F-xu0; A(L2), 50O,-1)

' Harazimi | tangemés sf vijds methone né pikin A1, ) éshad
Elx-2)x, - )+ 3y, = 5;
(x-2)1-2)+ =5
1-2p+3=0
. = i — " 1
¥ Kinds sddrmpet dy drcjiczave caktobet me formulln up-ﬁ—*l-l_%.mm k=
1 4 3
*.-"-m’ﬂ'-;",—! —,1 =1; p = weig-1f § =4y,
oo
2
Vierts ¢ rg&jié do ta fiojme cdhe né pikin B
Petyra
(1) Shkrusje barnrimin ¢ tngjenits né pikta A 1 vijés methore
a) Al-1, 2), &+ =5, b) A(S, 1) (x - 2P + (v + 3 = 25;
Q) AD,3), £+ +Re-9=0
(2} Shkmuage barammin ¢ angentés 5 visés rmethure oé pikén T
WGP IF=20, Ty) >0 B+ @=10, Me<0,-1)
(3) Eshu dhiéné vijn rrethore x* + 3 - 25+ dy = 0,
1) Shiruaji barazimet e tangjentave ni pikén Tz, -3) 1 vijés methore,
b) Cakio kindin ndérmict angjcntave.
(%) N piktpresict ¢ drejaiaie x - Iy + 5= 0 dbe vijés mothore
{x - 2F + (¥ + 1} = 50 sérhiq tangjenta ¥ vijis rrcthore.
Cakio sypringn € trekéndéshit g ¢ formyné drejiéra & dhéné dhe 18 dy tangentst

(3 Drejsen 26 + y = 10 ¢ prené vijén rethore 21 + 2 = 25,
Cakto kitndin g ¢ formojmd tangjentst 1 tBrhequrs nd piképretjet proj vipds methore.

(®) Cakto hindin nén 1 cilin drefiéea x - 3y - $ = 0 ¢ prené vijén mrothore
(z-1F+{p+3P=4A



@mw:vhm
B+ g My -dr=0
B+ P =0, P+ 120+35=0,
x4y lr- 1By + 93 =0, £+ - Rr-By+23 =0,
() Cakto kéndin nén 18 cilin priten vijat rethoee:
R TR
Br+F+Rr-9=0, f+yP+%-Ty+20=0

A|  Perpigu ta bijsh kisé chsperiment _ _
Né sipérisqe 1 rafshié nd largisi 12 cakmur ngulim dy gorhda. Pér gozhdave i

lidhim skajet ¢ njé peri, gatésia o o cilit éshid mé ¢ madhe se langésia nddrmjet gozhdave,
fin 1.
Néue perin e Erheqim me njé lups, gjud 1lr-

hegjes sé atillé a2 perit, lapsi do 1 pérshiouan
q]llﬂmtl mbyllur e ciln qubset efipsi

Vire, pika g shtnhen nd clipal of ¢ kand veund. dbuma ¢ larpésive 1€ cdomérss preg afyre
deri te dy pikat ¢ dhéna o el konstant,
ipsén vien ky

Pikat ¢ dhéua quben fokuse 18 elipaés, shinohen me F, dhe F, kurse largésia FF, =2¢
quhet kargZsi fokale.
Nurmri konstant (shumén ¢ largéuive (8 cfarédo pike 18 elipsés derf te fokusét) ¢ shenojmé
me 2a {a > 0}
Eﬁ}- Shikruaje barazimin ¢ clipsés nése dibet largénia fokale F,F, = 2c dhe larpisia
' konstante 2a.
BHllpe sijmdsjen:

[hubiet 14 cakitogmeé barasmm gf 1 kinag koordinatat ¢ ¢larddo pike 12 clipsés (dhe verém
Mo}




Pér kéeé géllim vendensm sistem kiénddrejsé koondinariv ashty gé boshti T 1 kabon népér
fokuset F, dbe F_, kure fillimi | koordinatave - & joié ¥

mesi | segmentit £ F, fig, 2. “inga
Me zgjedhjen o lBtillé 1& sistemit koordinativ kemi: ! iz
1 F.F, =2, pm F f-c, 0), kurse F fc, 0). feo 6 Fco
Nisc pika MUx, y) dahid cfarddo pikE v clipeis, fig. 2
niherd:
q-ﬁ--ﬁ_’+c}' +y r,:?,'lt_-\lﬁ-tf+f
quhet reze fokale.

r,+r,=la dmih barasia +:]'+J’+J[.:-t]'+f-:h,ldﬂhn-nimji
clipsés 1 shpeehur né formén koordinative.
K¢ hararim me tansformm identuk do s gellim né formé mé i thyeund

Prej barnzimit vijon:
iG-rrl"irj' =2a—(x=c) + '

" Prej plrkufizimit vijon n:q'a-rl‘+f+—t-iﬁﬁq-|hu.im
ckuivalinie me barnsing & dhind

Ftlwtdsymda-dafla-cl ey +2.2wed+ 0

Ve =
Kusdromé peren
AE -2+ +Fi=d' -2+ 7 dmth (¢ - T + Fy =g - )
" Prej jobarasive t# brinjéve i trekindéshit AF F M vijon:
r+r,1-ﬁ"‘:n|:h}1¢ dmth. a > ¢
Prej kitte vijon se @ »¢F, dmah. g - & =0, pra me 2évExiEsimin

@-a >0,

bararimi i elipsés Exbwé:

hmdmmfﬁ.w:u.b:mm

| cil quibet berasien] qledret ove barnsied kasenlh | clipsds

MNumrt pozitiv a dhe b quben giysmiboshic 1€ clipsis.

=]



b‘ Caktoyi jysmébaoshtet a dhe b dhe koordinaiut ¢ fokuseve 1€ olipads

Ox' + 25" = 900,
Vére sgfidhfes
Nise barazimin ¢ pjesélojmé me 900, steherd bararimi do 12 jeaf 1 shiruw ol frmén
kannike, d.m th
20t 2
E-ﬁ—il]

Prej kiftu vijon o = 100, ¥ = 36, dmth a = 10 dhe b = 6.
Prej koshitit o = o = 0 vijon e* =o' - &% &' = 100 - 36 = 64, pra & = B, kurse Tokusé
jani F (-8, 0) dhe F(8, 0),
E?‘ Shkruaje bararimin ¢ elipsés néee fané dhéng giyvemibodie:
Wa=5b6=3 Wa=J10.b= 3
V ére agjidbjes
© a) Nésea = S dhe b = 3 i sivénd@sojmd né barurimin ¢ chipsés & + ) = 8 kemi
e+ 5P = FF oee O + 2% =225

Shikruaj baruzimin e elipsés nésc (€ dy kulmel e sija jan pikut A (13, 0) dhe
A(13, 0), kurse fokusét F (-5, 0) dhe F.(5, 0).
Viire agfitifon:
Pani folousdt shiriben nf boshtin & domethint giysmiboshti | madb Sebal o = 13, dhe c =3
Prej hashtit o* - & = & vijon & = 132 - 52
e
(LA

= 144, pra bararimi | elipsés EbiE
lll

Shicrusje barazimin o elipsés nése gysmiboshii | vogll &shié b = 2 /5 | kume
F (-4, 0).

[82> Shkrunje barazimin o clipaés  cil kalon nép pikén A(3, |3 ), kurse gysmebonts
| madh ok a0 = 15
Vere xpidnjen

M rEvindésimin né barurimin e elipsés kemi: = I‘,J']' +—-1.-

Wiy i
2 3 -2

B —=|-<==—|§ = 5 Hurasimi i elipsés Eshi&:

55
x

+£-I o = {4,
Gy s ety



ﬁucmu-m_-ﬂm.muw.
' s » a
Prey harasuni F+§-| vypon g'-;ftn’-x’} dhe f:F[H—f]_u

,'-'t‘:— a-x i.l=2t':"ﬁ "'j’i.

yE Rotsco® - 20, dmth wSxsa buwre Rode -y 20,dmih
bEsysh

Pérx = sa vijon v = 0, dmth clipe ¢ prend bosbitin ¥ né pikai A (-2, 0), 0). Pér
¥= b vijon x =0, dmih elipsa ¢ prend it A
bostitia y ué pikén 8,0, -B), B0, b).

Pikat A, A, B, dhe B, quben kuimet ¢ P
clipsts. Prej zgiidhjeve 3 = £ = o — r=b |nian
: i a P -
dhe I=:|'-;\lﬂ"—j" vijon se elipsa :!
Eshie simetrike aé lidhje me boshtet - L4
et el L~ ~J >.Z:Jt,lt-.lr.'n
7 Pasi ndryshoret 1, ¥ i barsrmin jané né ' - S
flagi 16 treguexit, domethéng nése pika Tir, ¥ =4 a4
¥} whtribet né elipsd, stiherd pika T (-x,, - 2
;) witrihet b aliped, dm th. elipsa s
simetrike edhe né lidhje me fllimin fig. 3
kordinitaye.
Prej kitij diskutimi vijon se piket e elipsés glenden nd drggthndéshin -0 < r< a,
BEysh, gl
Né fig. 3 eshié parngitur nd minyrd o konsraksiont @ elipsés me i koncennik
dimmetral @ 18 ciléve jand 2o dhe 2b.

Pref piképreneve M dhe N 18 diametrit N dhe ni i@ dy vija rmeibore iéregim drejiea
parulele me boshiet Ox dhe Oy, pérkatésiaht.

© Prerja P o myre drejifznve paralele Eshii pikd e elipsés.
| NE 18 njEjtEn menyre cakiohel piké e elipsly né ¢farédo diametér 1 Erhegur.
" GjutEsia ¢ segmentit A A, = 2a qubet boshti i madh, kurse segmenti 5,8, =2 boshil
1 vopel | elipaés
: H-nir-%l-'_rﬂ quhet ekscentricitets linens.

F
=

j



Niése b > @, atfheré barazimi :J—,+f—,=1 EshtE, gjithash, barazimi i elipses, fokusct e s&

cilis shirihen n# boshtin v dhe poashin e = b - a®. NE kété st B B, = 2b Eshig boshii |

madh, kurse A A, =2a boshti | vogél i elipsés.
' Veére, g 1 shkrubet barazimi i elipsés dubet t& dihen gjysmeboshiet ¢ saj a dhe b ose dy
kushiz prej t8 ciléve do € cakichen gjysméboshiet.

[ 7> Té shkruhet barazimi i elipsés e cila kalon népér pikat
a) M{9, 4) dhe M12, 3); b) M(6, 4) dhe M-8, 3).
Viére agfidhfes
&) Pasi pilst M dhe N shirfhen né elipsg, koordinatat ¢ tyre ¢ kénagin barazimin e elipsés:
.y 9 4 12 ¥

o el g St e

" Bistemin %+L—f-l dhe L—"f+:;t=l do ta zgjidhim me metodén ¢ koeficientve 18

kundért né kéE mémyr:

81 16 (729 144 81 16

p} -I-—h1=]|l'-9 | '_ﬂi +—.Eli' =0 _ -E_:+EIE_-] |
144 9 1 2304 144 | T 2304 !
) (=15) |22 I I
7 =|r'!:|'i f-(=16) = " 16 = = 9-16

81 16

+—=1 [16 81 [16 144
a B ) _=1__1 F—— B =125
157 Y ﬂﬁ-,lb ﬂi{u::ﬂi

——— ==7 Lu’:ﬂﬂ a’ =725

a
|
" Burazimi i clipsés Bshté: %+%=lm:’+9§ﬁ=ﬂi

p— Shkruaje barazimin ¢ elipsés dy kulmet e t€ cilés i kand koordinatat (6, 0), kurse
fokuact puthiten me fokusct © clipags 97 + 25y = 225,



Ve agjidh jes
Prej clhipsss 52 dhiné vijon o’ = 25, &' = 9, kune & = 26 - 9= 16, dm il fokusét jund
F -4, 0) dhe F4, 0).
+ Pasi gysméboshti i elipsés of kivkuer g = 6, vijon I = & - &
=& . & =20, pra bararimi | clipsss Esin

2% A 3
E"m 1 osc 5* + ' = |80

- . e

b Vizato skico) elipsn giysmboshtet ¢ 1€ cilave jang: u) @ = 6, b = 4; b) @, = 6,
b, = 2,5 né t€ ajéjtin sistem koordinativ.
5 T dy elipaat juné paractur oé fig 4.
i Vizen se clapsat kané forma o mdryshme. npira ahié mé e ngyeshur.
B Forms o clipsés varet prej nemeit £, | cili qubel. wkscandriciied mumerik
Pasic<a domethbnd DS E< 1.
3

Perclippina) = - ¥, =25-1&c=3,p 'E:i'

Péralpan t) €] =5 ~2.5% , = RT3 ¢, = 433, 6= =086,
Largésia fokale ¢, > c, kurse prej kitu vijon giaté vierés konstante 1€ boshiit & madh

E, > E qf do t thotf se boshii | vogil Sshié mé | vogél, pra lipsa e dyi Eshié mé shumé
& ngjeshur.

:--mmg




Nese £ =0, atéhers ¢ = 0, pra b = g edhe né kité rast barnzim i elipsfs 2shig § formés

I] :‘_l ose ' + ¥ =o', dmth. elipsa kalon né vije methore me meze r = a dhe
qund!rnéﬂlllmhutmrdmmnrmuhj vija rrethore mumd i [logaritet pér elipsé me
ckcentricitet £ = 0.

Drejtézal ;=—; dhe :=—: quhien divekirisa 18 elipsés.

Pasi £< 1, vijon se i—':d pra direktrisat muk e prejng elipsén,

; Pl 5
Direkirisa 12 elipsés % E—I_Ilﬂ-l' iﬁtiﬂ.m {fig. 4).
Direktrisa e elipsés e ka kité vetl: raporti | largésive prej ¢farédo pike T 12 elipsas deri te
fokusi, g Eshté mé afér dirckirisis, dhe larg@sia prej asaj pike deri fe dircktrisa Eshié konstant,
e barabané me ckscentracitetin numerik, d.m th.

TF:TD=TF:TD), = .
15> Shirusje barazirmin e elipses:

a) b=643 . £=0,5; h}E=%.F{iﬁ.ﬂl

Vire girfiah e
2 35 15
b) Prej F{45, 0) vijon ¢ = §, hll'E:[I'tj-E—— vijon E__ a=—,
a
Pri BV i b:=[_]'_5=._M=E
2 4 4

Barazimi i elipsés éshié:

1 I

T 4L =1 s 200 + 36 = 1125,

15y 125
B
Detyra
(1) Vizuo elipsin nése Eshts dhéns njé pike ¢ saj dhe 1¢ dy fokusat,

@ﬂmwiﬂu:ﬁwﬂn_nhw n}n:?,ﬁnﬁ; bla=3, F=%;
.IJ 1
L‘_} Eahté dhéné barnzimi i elipsés _+E 1.

Caktoji koordinotat ¢ fokuséve 1€ clipsés, ckeentricitetin numerik dhe barnzimet ¢
direhirisave,




t:}!ﬂmﬂlhﬂdmhmﬂhﬁmdhtﬂmHhhﬂHhHPi4LhnIiH-lth.l
murthJi.

() Shhsusse barazimin e elipsés o cila kalon népér pikat
2 M4, 1), M2, 3% b) M6, ’j—“uu. %k

(6) Shiruaje barsimin ¢ clipsés nése largisia prey mé fokus deri e kulmet ¢ boshtit 1
madh jand 2 dhe K

(@) Cakso poritén < pikave (6, -3), B(-2, 5), OB, -6), D4, 2V6) o lidhje me

X .5

{:}Eimqﬁhnﬂuﬂlﬂnruﬁ#urudmdnﬁ%+§%-lﬂpﬁhlb&jﬂﬂ

{:)linﬂlhnﬁdhtﬂbﬂ-ﬂuhuhnnulldu[hlunliihuhhinl
glipsdn —+—=1.

1
@ Eshi# dhéng elipsa §+=;—-I. Shkruape hararimin ¢ clipsés e cila kalon néplr

fokusét e alipads sb dhiin, kurse fokusét @ aaj jané né kulmet c clipsés & dbind g jané
nié boshitin v

Aafmbe!
© Pér natyrén ¢ ngfidhjeve & bararimit
Jartror,

drepérte
Ar-dy=0by=x-§

ﬂr=:+lJ§.

EZﬂHﬁ1WumhuhruhuH
r+y=1l
F4+y =28 Vére sgfidhjen
* Pikat ¢ pérbashiia & drejiéeds dhe vils Ponitén rociproke i drejiézes dhe elipsts
rrethore | caktojmé duke ¢ rgjidhor der ta konstatojmé me zgjidhjen & sistemit
smcmin ¢ barsrimeys i€ fyre ¥ bararimeve IE Lyie.



%) Sstems 1 bararsmeve S
{r"+1;’=:u

=3y =433

Fgyudhja ¢ sastemit éshag yuil, Deorme-
thémé drepéra ¢ prens shipsén né pikat
N33, B) @ N3A, - B)
) Sisternl Surnsimeve et £ 437 =36
Por sgidhion ¢ st bk

ey -Bf=3 r¥-12x+3¥=0
Drakrmennts ¢ KEryre Banpramese Karrore ishis-

D=F -dac=(-12F-4-39=-12<0,pna fig 1
bararinm ok ks rréné reale
Ko do 1 thot sc exdhe sistemi muk ks rgidiye reale, d moth. drepérs dbe clipsa nuk kané
pika 1# pérbashkeen . .

F#dy =38
«] Sistemi | bararimeve shig [.—],u:-n-

oo [By-12F 3y a e [:'-Hﬂ-u

Pér zgjadhjen e wisteenit kemi- el T " law3y-12.

[Hakriminants ¢ harazimit katror 0= (-6) - 4 - 9= 0, pra ;-;._'-:.u-
x=3.3.12=.3.

Kjo do 18 thoté se drejiiza dhe elipsa kané njé pike 18 pérbashkt, dmh drejtézs « pek
elipsén né pikén M{-3, 3),

[E> Njehso gjatésing & segmentit & clipsa ' + 23° = |K
prené né simetralet ¢ kusdrantit | dhe 11

Viére ngfidhfen
| Barazimi | simetraleve 18 kuadrantis | dhe 111 &shad y = g,
©+2y" =R

e sgidhja ¢

hﬂd;mm{

[=



cilit shié x=46: y=+J6 . Piképreriet jané A(6,+6), B(—/6,—J6), fig. 2. pra
giatisia ¢ kordis éshté AB=(x,—x Y +(%-3) ;

AB =6 -E) +(—\G-B) ; AB=vAE=443.

Fﬁ Cakio pozitén reciproke (£ drejtézés v = kx + n dhe elipsés

P + o = FP,
Vére zgjidhfe
 Pozitén e drejtzés né lidhje me elipsén do ta konstatojmé me zgjidhjen e sistemit
y=ke+n
.!:n‘:'.:1 +a=:|.l=ln=b=.

 Duke sivindiesar kemi: bx? + ok + n) = o0
(B + 2y + 2a'knx + o - @ = 0.
. Diskriminanta ¢ kétij barazimi éshué
D = (2atmy - 4B + FeNe'n® - ' B);
D = 4B (a'F + ¥ - ).

S

E-.} Cakto pozitén reciproke 1€ elipsés dhe drejtézgs:
P +2¥ =54, x-p-9=10 b+ 4P =25 z+2y-T=0
I +16¢F =48, x+y=16.

Vidire zgjfahyjem

a) Prej barazimit té elipsés vijon a® = 54, b* = 27, kurse prej drejiéabs y = x - 9, vijon

k=1,n=-%

Prej kushi

i+ B - =54 17427 - (97 = 54 + 27 - B]l =0, vijon 52 =0, d.m.th. drejtéza ¢

takon elipsén,

= +2y - 54
M zajidlijen & sistermit cakio pilin prekise L:y:;



h- Cakio ¢ né barazimin x + 2y = ¢, shtu qf drojifza i joi? angjenté e elipsés
S+ -1
Fére

© Py barariml 6 clinds E#{-—-tl vipon @ = |1, ' = 6. Prej barssimii # dncjicais

"_%Hfi , vijon t-—.—; . li%mﬂlmﬂhﬁﬁpﬁ

@'l + B - =0, kemi 1:~[-%],+h[§],.m o= 3,

ﬁ';s m“i*-widﬂ:‘*k'-ﬂ!m;iﬂi

Vére sgfidhjex

- Tangjenta e kérkuar g kulon népér pikén
M dhe e prek clipsén e dhiing, fig . 3.

mm%u";ﬂnh
=20 -5

~ Prey o o drejinis estpér g piké kemi:
Ey-y,=Mx-x)
¥-1=Mx-8)
kx-y+1-6L=0
© Koeflelenin k do 1a cakinjmé prej kushtit pér prokje
aH - PR =g

200 + 8= | -« |2k~ 364, &F-3%-1=0

k=1 e t,-—-i-.

20 K+ 5 (17 =(1 - kY,



Duke sévendévanr nl bararsman ¢ langgemis ¢ komi:
filez-ytlab-I=0 f: —%;-—jwl—ﬁ.q[-%]zl}:
x-y-~5=0 +dy-10=0.
(B> Shkruaje barasimin ¢ tangjenits s¢ elipsés 5* + 3y7 = 28 ¢ cila Eshit pormale é
desjtiagin Ix - 2y + 11 = 0

Vére rgjidbjen
Prej barariendi 18 elipsés vijon o = 28, h‘-i?.

¢ Hﬁ“iﬁ“rﬁﬂll,--:fﬂ;:nhm“hlﬂlrhﬁdﬁmﬁ

i'.-*i---}.pﬂ«' Ly=ikx+n; :--%IH o Ix+dy-dn=l

@+ P =, dmth ﬂ-[-%].+—-u’: m=i— pra

r: t-.!..-.'-'_‘..- ]': I"E:-E'
L , .!' ! L "

Detyra

(1) Cakao paritén reciproke 1 deejsésts dhe clipsés:

Hr+y=8 W+ 57 =120; b)Sx-Iy=14, £+ =25
)2t + 5 =40, x-y=20.

(3) Cakn pikitpreries ¢ drejitats dhe clipaés:
Ay=2x-9, P+ =3 br-p+W0=0, ¥+5=4.
Pér cilat viers & n, deejbliza y = X + W
a) & prend clipsén x* + d)° = 20;

b) ¢ prekin clipsin 4xf + 5)7 = 20,
¢) knlon jashia elipsés x* + 34 = 127
(3) Cakto passmetrin p ashio qf drejtéza x + py - 10 = 0 w prok elipsiia ' + 4 = 20.

(3) Cakio kéndin nén 1 cilin shikohet elips 3¢° + y* = 48 prej pikés M(E, 0).

(%) Shiruaje basazismin lﬁh%+%:lﬂhﬂ!pﬂ|ﬁhmﬁdmﬁ
r-y+ 17=0.



(7) Shkruaje barazimin « tangjenis o elipsés 26° < Jp? = 35 ¢ cila Ebad pormale né

drejobntn Jx - By - M =0,

(3) Shkruaje barazimin « tangientés s& elipsés x* + 3! = 28 ¢ cils me drejtéutn

x - Sy = 20 formon kind prej 45,

(8) Shirusje baruzimin ¢ clipsés ¢ cla ¢ prek drejtéagn x + 4y - 10 = 0 né pikén M2, ).

(10) Shkrunje barazimin ¢ clipsés tungieatat ¢ 1 cilés juné drejiézat x + y - 8 = 0 dhe
3+ 16=0.

@ Te shkrubet harusimi | tangjensés s clipsés F'r® + )y’ = & né pikén

U Temgjenta ¢ clipsés Eshi gdo drejiés ¢ cila @

" Tungjents ¢ kirkuar kalon nipir pikin T,

Tix,. y,) i clipsés.
Vére sgjidbjen:

prek elipsén, d.m.th. me elipsén ka vetlm nji
pik 18 pérbanhldt,

fig.|. pra sipas bacaximit 18 drejiénés népér
€ pikE kemi

Ey-y,=kMx-x) ose y=lax+y -bx,
K eficimtin e drepizmn & do ta caktoymé prey
ushist pér prekjen e drepérgs dhe chipsés. fig. |

Duke sévéndésuar 0 = y, - kx, né kushtin pér peekje ok + & = (y, - kx,).

© Pas koryerjes of fugizimit dhe reduktimit 1 barazimit sipas fugisé &, baraximi Sshed §

- ¥ b
# Duke svindtausr ol t-—:ﬁ:'ﬂ? kem th"_J'_L - -l

formés:

(@ HW 420y, b+ B 5 =0
Pusi nE pikén T mund & térhiqet vetm njé langjentt, domethEné barazimi sipas &
panjohurés k ka veitm njé zgjidhje Kjo éshat e mumdshme vetbm niése D = 0

NE kit ram &, =&, = k. pra *“I(.%ETT:'_!}"

Pika TUx,, ¥,) shiribet nf clipsé, pra ¥ &’ + & 57 = ™. Prej loitu duke plesiiunr me

e -2

@y,



| Duke sévéndéruar bocficeentit & né barazimen ¢ tangyemiés ke
b
:-h--;si-h—l.l.

Pas reduktimid, 1 barazimit fitojmé:
sy, - &y =P, + Px;
Pu, + @y, =P + @y =P
Prandaj barwzimi i krkuar | tangjemds Sshé:

‘” - i'..-'” . e o ‘-_.-.'1'.;:' E ‘
[2> ne pikat A(B, 3) dbe B6, 4) @ elipsts x* + 4" = 100, juné térhequr tangjenta
Cain kidnabin ndSrmpet ngnisve.
Vare sefihjen:
- Prej barnzimit & elipsés %+£=I vijon @’ = 100, & = 25,
hﬁi*u#.ﬂpﬁmihﬂ%+§l-l.m
X8 y3 .. . xb j-[—l]= .
“imts " TN T
2+ Jy-25=10; iz - By~ 50 =10,
--E' t‘—é
s 8
3,2 9+16 -
,&_,,,gL- - = IAI—'
“-1-‘.:1..1- ﬂ' I-'.- H_"“_ 1'-
ig 24

[ No pikpresicn e drejtits Sx - 3y - 14 = 0 dbe elipas x* + 3y = 28, jank téchequr
tanggennt ¢ clipsés. Shkruap bammmet ¢ angentave

Detyra
(T7) Shrusje barasimin ¢ ngjeatés o clipads 55° + 2057 = 100 né pikén M(2, 2),

(2) Shirusje barszimin ¢ angientés o% clipsés 9x' + 25)7 = 225, né pikén r[x.l—:~

x>0,



(3) Shiruaje bararimin ¢ normales né piktn prekése 1 dreinss 1 - 2y + 9 =0 dhe elipsés
Ut + 4557 = 408,

@ Shiruaji barazimet ¢ angjentave & clipsds ©° + 47 = 10 nd piképresjet me drejigeén
I+ 2p=10
mhwﬂtwdﬁﬂihﬁ—'-ﬁ“tﬂlﬂ#
tangjeniane

@ Shiruaji barasamet ¢ ngrentave 1 clipsés f;i-n.;‘l;-:t né pikas M(4, 3) dbe
M4, -3). 5i aaheé poxita reciproke ¢ magemmve?

(8) N pikeprerier & drejizeis 3 + 2 - 7 = 0 dhe elipsés 26* + By’ = 35 juné terhequi
tangjentat ¢ elipsés. Cokto kéndin ndérmjet tyre.

@ Méne normaljs 0 gdo piki 18 elipsds knlon népér gendrén ¢ clipsés atBherd clips Suhid
il rrethore, Vérieto!

@ N2 pildn M2, ¥ = 0) tf elipsls 42° + 9 = 16 Eahid 1Erhequr tangjenta ¢ elipsés. Prej
fokuséve b elipsés jand iérhequr drejiiza normale né tangjenién. Shiouagi barazamet ¢
normsaleve if tngieniés.

i e e T s
. *| pikash né shma
P plckniizinin ¢ slipele. mﬂhl-:}ilﬂuh:iirﬂ.l
Cha jand fokusdy e elipads?  fikars gitunond éshié konstaat
51 dabet Do § el  elipais 2 lidiye Nése né vend 1 shumés shqyriohet

= do 1# fiojmd vijd W lakuar e cila qubet
heperbolid, ku pilkat fikse F| dhe F, quben foluse 12 hiperbolbés.

Prandaj pér hiperbollén vlen ky

Q¢ ta shkrunjmé barazimin ¢ hiperbollés veprojmé sikurse te elips.
! Vendosim sistem kénddrejté koordinativ, sshiu g8 boshti x knlon népér fokusét, kurse
fillimi | koordknatave i jei mesl | segmentit FF, , ¢ cila qubet larpisia fukale, fig.1.



e gt

- BFy=2c; Ff-, 0} Fjic, 0). Numri "-'"'I'F'rF[ i h oo
quhet  eksceniricien Hnear. >
Konsianta qf Sshié # barsbanté me ndryshimin Fii-c,0) ﬂ'ﬁ‘ Fie, 0)
¢ mreseve fokale qubet boshti real i hipes- B

oty dibe shénchet me Ja, a0 > 0 dhe a = ¢
Wine pika ANz, v) diné cfarfdo piké e hrperbollés, siherd
rilR'_Hl-qc"'ff'i'rr dhe r,-Ell.tJE--rl" “'!’
fuben ez fokale.
© Prej pétkufizimit 1 hiperboliés kemi

F,-r)l=2a dmik LGI-EF**J" q'-h-:.'l'!-flﬁld'
Eshii barazsma & haperbollés oé shinaar né formén koondinative.
Barazimi | shiruar pa vierén absolne &shié | formits

u,lr{.ri-c}‘-l-j’ -.lf[:-r}'+1’ =420,
Pre; barazimit shibet se, né realitet. kemi dy barazime, kurve gdonjéri prej tyre ¢ shpreh
ME tirtje né reduktimin ¢ baranimi veprojme silurse 1@ elipsa, pra keme
Jasel +y' = fle=eV 4y 22a;
Ce+el + 5’ mlo—el + 3" tdayfle—c) + " +4a";
{-ﬂ—ll"]-tlﬁ-l-l:fi-j’
Duke ¢ fugurums odhw npé bers dbe © roduklogmé ¢ fiojmé harasmin

@ -a) - - aP =a¥ - &)
Pasi ¢ > a vijon se ¢ - @ > 0, pra ndse béjimé sivéndiaimin

barmrim éshsd 1 formés

ldliquhuihtulnlﬂllurmhnulllw
Numrat pozitly @ dhe & quben glysmiboshtet ¢ hipechallés,

[:l::v Shiruaje bavazimin ¢ hiperbollés pise a)a=3,b=7; b b= f,e=2414.
Ve sgiidbjen:

b) Prej kushitit ¥ - & = I vijon @ = ¢ - &%, @@ = 56 - 36 = 20, pra bararami i hiperboilés

e =2 -1,

n Ea



[}} Shkrusje barazimin ¢ hiperbollés nése
sla:b=3:4 ¢=15 bja+¢= 25 b=35
Cakto gjysméboshiet dhe koordinatat e fokuséve € hiperbollés
0 - 16" = 144,
Viire zg il few: .

Barazimi i shkruar né formen kanonike &shté ‘;J—E~%-l.
Prej kit vijon @ = 16, dm.ih. a = 4; ¥ = 9, dm.th. b =3, kurse ¢ = g’ + I¥, dm.th.
=25 c=5pm F/[-3,0) F!{E, .

::L!':"' Shkruaje barazimin & hiperbollés nése a = 2, kurse kalon népér pikén M4, 3).

B | Formén e hiperbollés do ta shqyriojmé nga analiza ¢ barazimit 1 saj.

.:I::' -,”1
Prej barazimit _‘_b_*=1 vijon
a

jt'ﬂb—jh!*ﬂ!} dhe 1*:%[&‘4-;:]‘

a
dmth, ¥ =i£~.l.11 -a* dhe X =:I:%a.||1!::t +y.
a
Prej ki wijon:
y& Robser - a* 20, dmth. x € (-e2, -a] U [a, ), kurse x & R pérgdo y & R, pasi

B + 3 > 0 pér ¢do numér real y.
Hiperbolla parbehet prej dy degh:

- njéra degé éshté périufizuar pérx € (-eo, -a],
- kurse tjetra pér x € [a, =2).

P&x=:l:nﬂjnny=ﬂ,d.m.thdpu‘buﬂl:mihﬂﬂhhﬂﬂ#d.{nﬂ,ﬂ}dhadr{.ﬁ,ﬂ},
té cilat quhen kulmet ¢ hiperbollés, kurse segmenti A A, =20 qubet boshti real i

hiperbollas.
Prej zgjidhjes nﬂ:%,fb’ +¥" virehet se pér gdo y € I viera ¢ x # 0, domethens

hiperbolla nuk e preng boshtin y.

Wumrib = ¢’ —a® qubet giysmBboshti imagjinar, kurse gjntésia ¢ segmentit B B, = 2b

e cila shirihet né boshtin y , quhet boshti imagjinar.

Prej barazimit y:tﬂql'f -a* dhe x=t%1.|'.!:'+_v’ vijon se hiperbolla &shté
a

simetrike n& lidhje me boshiet koordinative, d.m.th. ka dy boshte t& simetrizé,



Nise pika Tlx, y) shtrihet n& hiperbollé, aitheré edhe pika T (-x , -y ) gjithashtu,
shirihet né hiperbollg, kurse gjatésia e segmentit 77, , mesi i té cilit éshté fillimi i
koordinatave, quhet diametri | hiperboll&s. Fillimi i koordinatave O #shté qendra ¢
hiperbollés.

b
C | e shayrtojmé barazimin y =—vx' ~a’ ne ke formé:

2
1.r=1:£x1||1-"—,
a X .

NEse abshisa X rritet sipas vlerss absolute né numra 1& médhe] pakufi, stéhers herési “F
a

zvogilohet dhe tenton nga 0, pra ndryshimi 1—"? tenton nga | cdhe nd k&S rast barazimi

do 1€ kalon né kété forme }I=i£1’.
a
Domethéng, nése abshisa x rritet sipas vlerds absolute, ordinatat e pikave pérkatése 18

b 5=
hiperbollés ;r=ﬂ:; x =g dhe t& drejtézave y=-_l-£.rl:ih:umhm-njimp|mitjmﬂa,

d.m.th. grafiku i hiperbollés afrobet deri te drejizat }'ttEJ

,uﬂrm
mr-nl%’xﬂnmw

Asimptotat shirytézohen pér vizatimin preclz 18
hiperballés.,

Mise vizatohet drejtkéndéshi MNP brinjét e (&
cillt jané paralcle me boshier koordinative, kurse
Jané me gjasési 2adhe 25, fig 2, atéhers asimptotat
shirihen né diagonalet ¢ drejkEndEshit pasi
ficientét e drejtimit & tyre jané 'Eﬂ"::

rl,ﬂ=lgﬂﬂﬂ—u}=—!;ﬂ'=-§-
NE fig. 2 Eshié vizatuar drejtkéndésh, jang
(& ieyur asimpiotal dhe #shid paragimr mje
konstruksion | hiperbollés,
I caktojmé kulmet 4, dhe A, t& hiperbollés dhe
fokuséve F(-¢, 0), F{c, 0)
Zpiedhim ¢laréodo meze r, > 2a.
Pérshkruajmé harqe rrethore k,(F, r) dhe &(F,, r,).




 E cakiojmé r, =r, - 2a.

* Penbkruajnsd harge rethore k(7 r,) dhe k (F), #,).

© Pikiprerjet ¢ kityre harqeve pércaktajng 4 pika f hiperbollls, pasi
FM-FM=r=(n=-2a)=12a.
Duke ¢ pirséritur kit veprim pér viers tielér 1& ¢, filoben 4 pika & reja et

Forma ¢ hiperbollés varet prej nomrit r-f i il quibet ahscmariciteti mumerik

Pasi ¢ > @ vigom s £ > | Gjer sa ehsconmmciteti | hiperbollés 8shié shumé | madh, edbe ag
hiperbolls do 1€ jeoé mé ¢ hapur, d m th. deglt ¢ sajs jané % lrguars prej bosbitis x

Direjtéens .:=—: quhen dirckirisat ¢ hipurballds,
Pasi £ |, vijon e iﬂ: ihe Finr-d.d.mh. direktrisat nuk e prefné hiperhollén Pér

direkirisén vien kjo vetl- nése r Zshiz lang®sia prej ¢lardde pike 18 hiperbollés deni = nié
fokus 1 58, kurse of largésis prej pikés sé npépd den te dirciconiss f Sshat mé afér den e
fukusi | zgjedhur, siherd raponi eshie madbési konstante, d m.th in’l‘-
E} BaiZ dhind hiporbolls 2* - dy = 4. Calio
i) barzramet ¢ aumpiotave 6 hporbollés,
b} clscemrichin nussenik
¢) direkerisat ¢ hiperbollés.
¢} virato grafikun ¢ hapertdlia.
Vire sgjidhjen:
Fiej baragimit vijon a = 2, b = |;

c=va'+b =45, L

¥ ‘e
1 N I I v
n) animptotat juné y=+—x; —fr—t— '/
2 e
J5 _/C/ A c

b) #=—m=12;

2 T CR e e Y ¥ -
a 2 -~ -~
c)x=—.x™ =-{,9; ; : = §
£ ¥5 /L = 1 2 -
il L

a ¥ -
Ty 1#3—11.9.5;1




Bﬁ Shirvaje barmzimin ¢ hiperbolids, nine:
Na=12,e=125 Me=42 0= 7.
Viére mfialfijen:
h'lhd:’-r‘-rb'dhtng vijon (4J2) —a* =4" dhe J'.ﬂ_
o
Prej kiltu vijon @ = &, dhe b* = 16+ 2« 16 = 16, pra barazimi i hiperbollEs EsmE

-" LI‘ -

hiperballn @shig barabringése,
p‘ Barazimet ¢ asimgotuve i€ hiperbollés jang v -ii!i:.h-hﬂnlll.
Shkruaje bararimin & hiperbolits.
Vitlew sgfidhjon:
3

 Prej bararimeve 8 asimpiotave vijon -E-ﬁ dhe 2a = 45. Prej kit vijon

a=24, *'%"'m‘m*m” :—m—%ﬂ.

b Shruspe bararimin ¢ hiperbollés ¢ cila kalon aipér pikat ACZ. 1) B{10, T}
Vire sgfidijen:
 Koordmatat ¢ pikave 4 dhe B, ¢ kimagm harasimin ¢ hiporboliés

x rr w 7
F—;-l- (b :}"FII lllagr ?—-FII.

E rgiidhim wemin
4 1 00 25
——=1/{-25) —_— =15
;.:ni 2 ;: '
i ra i
Pan mbedhpes 1 18 dy baranimeve bemi
% @

F-P---an;-%--mpﬂ-



duke aévéndésuar & = | nd njérin prey barurimeve kemi *:r--:-ll.ﬁdi'l.ﬂ'i. -5,—-2.

1I.I |
E=lmWiWHﬂT--lL-Iﬂﬂ-2}‘-1.

Detyra
(1) Shkrusje baruzimin ¢ hiperbailés, nise:
WNa=d =% be=)e= ‘:‘Ii
| |

(2) Eshue abené hiperbolla :-‘-%.l.mu:

) giysméboshtet; ¢) barazimet ¢ asimpiotave;

b) fokusét; d) komstrukio grafikun ¢ hiperbolbs
¢) ekncentrichetin numerik;

@ Shkruaje bararimin e hiperbollis boshi imagjinar § sé cilés éshig o3 dbe kalon népér
pikén A9, -4),

(&) Shiruaje Barazimin e hiperbollés fokusét  sé cilés jané Fl210, 0) dhe ksbon ndpe
pikin M(12, 35 ).

@mm-mlﬁ-tﬂﬂhjﬂﬂﬁi—i:ﬂiﬂ
%"i&" , kurse fokusét e hiperboliés jand é kulmet ¢ elpeés s dhiné of
jané né boshein x

(8) Fokust ¢ hiperbolies puthiten me fokusét ¢ elipsés 96 + 255 = 225, Shknumjo
barazimin ¢ hiperbollés, nésc ekacentriciti | saj numerik EhiE £ = 2

da+tb=T,c=5

(7) Shkrusje barasimin ¢ hiperboliis  cils kalon népér pikén A(5, 9), kurse barazimet ©
Esmmptotave 16 saje jand ]'l:l:;l.

@ Shikrusje barussmin ¢ hperbollés ¢ oia kalon népér pikar

NAM 2, BAE. 4 M6 3), MA. —%L
(%) Cakio pikin < hiparbolits %—~£=I largisia € o2 cilis deri te fokusi i majd dxhid 7.

() Te uhkrher barazimi | hiperbollés barabrinjése o cila kalon népér pikén A(-5, 4)
Konatrukto grafiken ¢ hiperboliés

o=



o 5b o honstwogme pozitén reciproke € doeptEzés dhe elipslis?

" Dwejidzn y = kx + n c prek elipsén Mr* + oy* = o}, ndse vien kushti pér prekje

o+ B o=

" Barazimi | tangjentés & elipsés né pikén T(x,, y,) 1€ elipsts Eshié

Fni-!--'_'pgr.:ﬂll'.

% Cakso positén reciproke 12 drejtéats dhe hiperboliés:
Ar-p-1=0, ¥-47=4 bix-y-3=0 27 |27 =3
Sx-y-10=0, F-& =2

Vore sgjidhjes

* Edibe né kést rasy sikure te drejiées
dhe clipsa, poritén do s konets-
togmeé duke e rgwihur sistem -
nbls.

gmdy+l
8 }
; (2y+1) -4y' =4

r=y+3
Hy+3) -125 =36
3y + Gy + 9) - 124 = 36;
P-p+l=
: =1, =& M4 1)
Drejites ¢ takon hiperbolidn, fig 2

=y4d
&) ; P-400+ l60y- 167 -20=0; Irf-3r+M=0
My+3) -12y" =36

14 5
£ =6, y,=-2 M6,-2), x,= I h=3 l(?.;]. Iwepéra ¢ prend hiperhollén



W Vere, drejtéza dhe hiperbolla mund té kend njé piké & pérbashkét, dy pika 18 pérbashlat
ose nE pergjithési t& mos kend pika i pérbashkéta,

1 Mése drejigza dhe hiperbolla kané vetdm nji piki 12 pérbashki, atéher® drejtéza ose e
prend vetém njérén degi t& hipebollés, fig, 1, ose &shié tangenté = hiperbollés, fig 2.

135> Cakio kushin ashtu g drejtéza y = kx + i 16 jet tangienté ¢ hiperboliéa

by - gy = g,
¥ére zgfidhjem:
o ME i njété ményre sikurse te pozita reciproke e drejitzds dhe elipsés ¢ zgjidhim sistemin
& barazimeve:
y=kr+n ] y=kx+n .
b -a'y =a'b®’ b —a* U+ al =a'h

dm.h. (b - @R - Lr'kng - @ - @ = 0,

n Nése koeficienti te anéitari katror &shig b° - @°F = (), stfberd barazimi katror kalon

0 barazim linoar, pro drejtézo dbe hiperbolls kang nie pike i pérbashkit, do.ih. dicjidea
- e prené degén e hiperbollés.,

Nése koeficienti & - gk # 0, atéheré diskriminanta e barazimit kntror Sshi#

D = 42b* (i - &'k + A).
Pasi 4a*t’ > (), domethéné shenja e diskriminantés vares prej shenjés s& shprehjes
b - B+ e

F- Cakto poxitén reciproke 1@ drejiézés dhe hiperbolls:

I’  d
M- +1=0, 9 -167=144 b)Tx-Sy=0; E—:'—E=|;
¢ dx - 3y - 16 = 0, 1657 - 2557 = 400,
Vére sgfidhfen

a) Vijon se b’ =9, g* = 16, kurse-prej drejtizis j=%l+%: i=%. n-%-

© E caktojmé vierén e shpeehjes b7 - a®F + #*, dmih



B-ak =916 [%Iqh[l]'-u,u %-5%:&

2
Domethéng, drejitza e prend hiperbollén,

Cakiafi pikiiprerjet me zgjidhjen e sistemit 18 barazimeve: -I"""‘i""""III

9’ —16y" =144,
[82> oo parumetria p ashiu g drejiéan 2 -y - p = 0t prek hipesbollén
B . 3 =24

Vére agjicihjes

S ?rimﬁﬂ-lﬂ-lmmm_wh-pwm
4 .-..Fl
Dk oitvindisust i kushti bt ta'=0, kemi 8-3=22+H-pf=0; p' = d; p =22

.I _i'.'.
=T Tl T T

b‘ Pér cilén vierd 1@ parametrit n, drejifss Sx - 2y + 2n = 0 ¢ peek hiperbolién

L
3 30 17

== mw-wuwf-z,ﬂ-hauﬂ##
Vére agjidhjem
 Marmtod | kivkuar | tangjentés shté | forms £ y - y, = k{x - x,) o cile kalon népér pikéa

A4, 1)
y-21=Mx-3) yo b -3+ 2
Prej bararimit 1 hiperbollés vijon o® = 2, b = |,
pra pre; kusheit pér prekje kemi
ok - -y

2-F.)=(-3k+2y
W-1l=4-12k+W
TE-1k+5=0

q-Lq-%.




kurse tangjentat jamé:

1
fy=x-3141 y=x-1, bl I',:y“%-l-‘-?.ﬁl:-?r-

E} Shkruaje barazimin ¢ tangjentés s hiperbollds 41 - 7 = | e cila &sht# paralele me
drejtézEn 10x - 3y + 9 =10.

B Shkruaje barazimin ¢ tangjentés s& hiperbollés &x” - @’y = o*lP, né pikén
Ix,, ,) prej hiperboll&s.

Tangjenta ¢ kérkuar &shté ¢ formés
) .}I _.}r| ='ﬁﬂr' l=|}

b
Koeficienti k cakiobet né 12 njéjtén menyré sikurse e clipsa, pra k =:J: :
L}

kurse tangjenta Eshid ¢ formés ¥ — ¥, =:J:’I-':_l.'-.:l:|,}1 e ciln pas rregullimit Bakité

e P |
Fxx, - ayy, = o'F ose :}--b—:nl.

[i} Shkrusje barazimin e tangjentss ng pikén M proj hiperbollss:
& ¥ 1
d-yP=40,M(x>0,9;b) —=—=] M| =6, i
a)x’ - fx yb) = i [ 41**:“]
Veéire zgfidifen:
b) Koordinatat ¢ pikés M ¢ kénagqin barazimin e hiperbollés, pra prej kétu

25
kemi 4 —£=] vijon 3 = &6, korse pika A _ﬁlq_ﬁ .
25 64 4

Barazimi i tangjentés dshté
b’:.:l = a"'_'.-j.rl = g bt
=25

. [T].:s;.r-(-ﬁ}-zs-m,msx-3;.~+31=u.

NE piképrerjen e drejtézls 3x - 2y + 6 = 0 dhe hiperboligs 327 - 47 =12, shkruaje
barazimin e tangjenités dhe normales s& hiperbollis.
Viire sgfidije
7 Piképrerjet do t'i caktojmE me zgjidhjen e sistemit
J3x+6
2 3yt g, 20 +362+36

311 _4[@],:]2‘ 4
p

=

¥
=12=0;: ¥®+6x+8=0,



Zgjidhjet e sistemit jang: x, = -2, x, = -4, kurse ¥, = 0 dhe y, = -3.

Piképrerjet jand: 4(-2, 0) dhe B(-4.-3).
¢+ Barazimi i tangjentés:
nd pikén A(-2, 0) éshig: kurse né pikén 8(-4, -3) éshé:-
b2 dex, - dyy, = 12 t,: dax, - dyy, = 12
Ix-(-2)-4y-0=12 3o-4) - 4y-3)=12
X+2=10 x=p+1l=0

» Baruzimi | normales né pikéEn A(-2, 0), né kuimin e hiperbollés, Eshté drejtéz ¢ cila éshté
normale né drejiézén x = -2, ajo éshté vet boshti x: dmth o m:y =10,

Ku:ﬂ:lmrﬁiﬁejﬁmhﬁmﬂmﬂun&p&hﬂ:kﬂn—g = 1. Prej kushtit pér drejiézm
' 1
normale vijon -t_=-E = -1, pra normalja né pikén & éshié

y=y=kix-x)

PHi=-1 - (x+4)mex+y+7T=0
Detyra
(1) Cakto piképresjen e drejtizés dhe hiperbollés:
0) e - Gy - 60 =0, 1627 - B = 144; b)2x - - 10 =0, x* - 7 = 20,
@ Caktn pozitén reciproke té drejiézés dhe hiperbollés:
£ ¥y

-p+I=0, ——2-=1; bix+ty=-3=0, ¥-dpt =12
2)2x-y 7 36 yx+y i

cjx-yp=0, 3rf-47 = |2,
(3) M barazimin e drejtézés y = kx - % cakto parametrin k ashtu q& drejtéza ta takon

hiperbolien 22 - 45* = 20,
(4) Eshtz dhén barazimi i hiperbollés 166" - g% = 16a. Cakio a ashtu g8 drejtéza
¥=2r- 8§ 1 jeté mngjenta e hiperbollés.
@ Shkrusji barazimet e tangjentave t8 hiperbollés] 6ix® - 25)° = 400 & térhequra prej
pikéis M{1, -4). Cakto kéndin ndérmjet tangjentave.
|

i 1. ] I!
(6) Shkruaji barazimet e tangjentave 1€ hiperbollés E--"'-;—-l 18 eilat jang:
a) paralele me drejldzénx +y - T7=0; b) normale me drejiézén x - 2y = 0.

Cakio barazimin ¢ tangjentés s& hiperbollés 35 - 43 = 12 ¢ cila né boshtet & koor-
dinatave prend segmenta me gjatési t barabarta.



(%) N piképreriet ¢ drejidzés y = 3 dhe hiperbolits 163 - 25 = 400 jané térhequr
nmormale i hiperbollés. Coloo syprindn ¢ wrckéndéshit & bufizusr me normalst dbe
drejtbzén ¢ dhlink

(B T2 shkruhet barurimi | hiperbollés fokiusét e s cilés jan né pikat F1£3, 0), kurse ¢ prek
dreftiizin 2% « y - & = 0,

(M) Shicrunje burazimin ¢ tngjentés s& hiperbolléa +° - 237 = 4 ¢ cila me drejidzén
X+ Ty =9 = formon kénd prej 45

© Grafiku i funksionit y = x* 2shié paraboll@ kubmi i & cilés Eshié né fillimin ¢ koordinoiave.

1
0 ME vezatim Sshig poragitar grafiku § funksionit p = E.r".

c|a2[1To1]2 ‘":
1 1 i
sl=lolX]a |
4 2 2
-2 -1 Q i x

© Grufilu i funksionit katror v = mc Eshié parabollé me kulmin n# fillimin ¢ koordinatave.
Nése a > (i, paraboils #zhi# kithyer me hapjen g,
MEse a < 0, parnbolls dshiod kéthyer me hapjen poshi,

* Kujtohu pér vetité e funksionit katror v = ax,

o
m Vizato grafilun = 2¢. 3
2
Vifre zgfidhien x| 0] 1 2 |
¥y | 0 jeJa] 2 1 23+
Veére, grafiku 17 = 2x, fip. |, Behiil parnhalld simeteike né lidhjs ma -1 e
boshimn x, -3
Pér parabollén vien ky fig |
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Dﬂmudﬂﬂqhnihuuinﬂnepﬂihﬂlhqidut‘luﬂqkmrﬁmm:ﬂhﬂdﬂpﬂhﬁ
i almllEs {dhe veafamn ain), &Y

Pir kg qéllim vendosim sistem kénddrejil koordinativ, M g Ty
ashiu qF boshti x & kabon népér fokusin dbe 18 jei& pormal
né dircktrisén, kurse fillimi | koordinatave € jeté ndérmjer .
fokusit dhe direktrisés, fig, 2. i)

4
My

Largésia prej fokusit deri te direkirisa qubet parametér dhe 2|2

7
shénohet me p, pra F[E.u].mm&widm |
fig. 2

[

g x=- £
Nése pika Tlx, v) &shié cfarido piké e parabollés, stEheré sipas perkufizimit pér parabollén
kemi FT = MT .

ot

1 ¥ :
P 3 P R
e prsri 4y lII-I'-FI'.'I."l'Tq dom.th, M

[i} Shkrunje barazimin e parabollés nése fokusi | saj Eshté F(2,5; 0),
Vilre sgjfdhfes:
Pasi F(%,ﬂ].ﬂjmueg = 2.5; dmith. p= 5, pra barazimi i parabollés dshts
¥ = 2px, dm.th. 3* = 10x.
Shkruaje barnzimin e parabollés boshti | simetris# i s8 cilés &shté boshti x, kurse kalag
nkplr pikén A(2, 4).

Véire zgfidhjem
Pika shirihet né parabollin 37 = Jpx, pra duke sévEndéssar kemi 4° ~ 2p 2, o = 4, kurse
barnzimi i purnbolls Bshil ¥ =2-4 - x ose ¥ = 8.



E*" Cakto koordinatut ¢ fokusit dhe baragimin e direktrisés s parabollés y* = Sx,

Formén ¢ parsbollés do ta shqymiopmée prej analuds sé barasimi 1€ sij.

© Pér barnrimin ¢ parsboliés ¥ = 21 kemi-

1. Parumetri p &2 gjithmoné numér poritiv, dmth p > 0, pra ondinatat e pikave prej
paraboliés jané mumm reslé, dmah. ¥ @ R vetdmnésexr 20,

Pérx=0dhe y = 0, dm.th fillimi i koordinateve Sshié kulmi | parsbollés.

2 Nése pika TUs, y) shiribet né parabolié, atéherd pika T,(x, -), githasbtu, dshid piké ¢
purabollés. Domething parabolls ishi simetrike o8 lidkje me boshtin x| fig L

- Hhuﬁipdﬁmr[-%.u}mm:-g,ﬂ“i
parsbolils skt § formés ¥ = -2z, fig. 4.
¢ Nésc fokwi | parabollés dshué né boshtin v, dm.th. F[E‘E].l‘lﬂlﬂi‘fﬂ.ﬁlﬂ-

y= -:T.uuipuauu.umefunnﬁ-:py.ﬂ;.:_

E Hmmulmwumr[n-g].mui-m;-%ﬂm
Exhig @ formis x° = -2py, fig. 6.

Cakto knorduatat < fokwsit dhe bararimin ¢ direkirisés sé parsbollés:
a) ¥ = dx, by=-2r Orf-tp=06 pc+I10p=0
Vizato grafikun e parboliés.

Vilre zgyifall fes
W ) Prej barazimit ) = 4x vijon 2p = 4, p = 2, pra F{1, 0) dbe x = -1 (fig 3).

T4 T,.
M| "-'R HTE'I % M-zl -3
i 3 \‘i 7 fig 4



b} Prej barasimit 7 = -Ax vijon se parabolla falié ¢ périnfines vetém pir s € 0, dmth
2p=8,p=4 kursc F1-2, 0) dbe x = 2 (fig. 4).
©) Prej barazimit £ = 6y vijon se boshti | sinetrisé Esheé boshti v, m th. folusi | parsbolbis

Galvid 0 boshtin y , fig 5, 2p = 6, p = 3, pra F[ﬂ.%]tlu:r- —% EshiE direkima,

= N\

fig 5 fig. 6

) Prej bararimit x* = 10y vijon se parabolla éshié pérkulimes veidm pér y < 0, Ammh
2= 10, p = 5, kuse r[n.m:r]mw BN

Barazimi * = 2py, mund # shkruhet nd kité formé r-vz-’;x’,dmmummn
parsbollés &b gjithashitu funksion katror ¥ = ax’, ku c—ﬁ.

 Vigeve np konstuksion gyeometnih 1 parabollés. fig 3
~ Direlarisa ke ta prené boshtin ¢ simeeris® né pikia M.
Prej gfarédo pike M Wl boshtit 1 simetrisé térheqim nonmale nE 1

- Pikat i 1 cilat vija rethore k{F, r=MN ) ¢ preng nommalen ¢ térhequr prej pikiés N
jané pika 1§ parsboliés,
M2 o njdjrin mEnyrt cakiohet cfiurddo numér | pikave # parmbollés,
(6> Shkruape barazimim ¢ parsboliés. nése
) FI-3,0r ®) A0 -4) ) bararimi § dirckoriss Sshei y + 2 =0,

Vére sgjidijes
&) Prej pozités #8 fokusit vijon sc parabolla ghendet majtas prej boshtit v, pra bararimi | sa)

Eshii | formiis 3 = «2p.
(3]



Pasi l; = 3, dmth p= 6 barazimi | parsbollés éshsé ¥ = -2 6 - x=.|2x
hjmiﬂn.-l]vh-% = 4 p=K kune barazimi dshid | formés @ = -2pp, dm.th.
=16y

¢} Prej baruaziomit € divekarisés y = -2 vijon —;-J.#.m.lh.p-dn.hr-m:lmiim
dahoé x* = 2oy, 2* = By,

Wit wthe, nitwe ndryshe nuk Eshig theksuar, do 1€ shqyriojmé velém parsbollén 3 = 2pr;
miuammupﬁf[g.n :

@'Hjﬁujﬂ-mﬁﬁipﬁ#ﬂ,”mfzt

Vére spjidbjex:
¢ oy baashiml ¢ = 4x wijon Zp = 4, p = 2, 71, 0). Duke 2événdéwar kemi 4° = 4x;

x = 4, Pika M4, 4), kurse FM = J(4~1) +(4=0) =5.

Shkruajy burseimin ¢ rrezes fokale o parsbollés ¥ = 32x ¢ cila kalon népér pikén
abshisa e 88 cilds Bahil katbr hert mé ¢ voghl se ondinata

Vire sgfidbjes
Hdﬂ&iﬁmliiy.m;-ll.mﬁﬁ-hﬂhﬂ-i“m
kemi (dx) = 32x; 16" - 32x = 0; x = 0 ose x = 2. Proj kushtit éshié x # 0. Parx = 2,
y=4.2=8 pra AL 8) tahtd pika ¢ kivionar
Prej paraballis vijon 2p = 32, p = 16, kuree fokusi F{8, 0).
Rreze fokale Sshié drejtdz e cila kalon néipér pikat F(B, 0) dhe A(2, 8), dm.th

i < e

Fa:y-y, :,-;,"" nhy=ag -8

J"-%l"'%-:h*]-frﬂ-ﬂ.
Detvra
(1) Shicrume barsrmin ¢ paraboliés nése:

a) boshei | o cilés &shi# boshti 3. kurse kalon népés M9, 6).
b boshti | o cilés &ahi# boshti 3, kurse kalon népér N4, 8).

@ Shiruaje barazimin ¢ parabollés fokusi | s cilés 8shid F{-7, 0), kurse kulmi &bt nd
fillimin ¢ koordinatave.



(3) Shkruaje barazimin o parubolés 3* = 2pr, ¢ cila kalon népér pikén
a) A4, 4% b) Bl-1. 2% ) CY-2, -6),

(4) Cakso fokusin dhe barazimin cdirekiiés +& parabolits * = 18x
(5)) Cakio giateainé ¢ rrozes fokale 1€ piks MIx, 6) 1€ paraboliés y* = 9x.

(8) Ne parabolién y* = 1ix 1 cakiohet pika rreze fokale e cildy éshté 13,

(7)) Nepér fokusm ¢ parsboliés y* = 1(x £ubué térhesur drejads normaic né boshtin ¢ w1
Cakto gimésiné ¢ kondés s paraboliés

(&) Neplr fokusin ¢ parabollés 3° = & dhe pikés & 1] M4,5; 3), ¥ 0 &sbié séshoqur
drejtzn. Shkruape baruzimin o drejiisls,

() Recth trekéndéshit barakrahas me briné a = 6 dhe lanési x = 4 dsbié jashtzshkruar
parabolla Shiruape barariman ¢ parabollés nise maja ¢ orekéndéshit éshié of fillimn ¢
koordinmtave, kuree bars Evhug sormmale né bodhtm 1

(10} Né parabolién 17 = fox éshté brendashkruar trekéndést harabrinjés. Njeri kulm | trekén-
diéshit &shié né kulmin e parsbollés, kurse njérs brinjé ésheé normale né boshiin x
Cakto sypeinén e trokendéshit

Kugjmbu! % Cakio pozitén reciproke 18

$i e caktojmé positén reciproke 12 drejiézés dhe parabollds:
o i e . girty-ileg =i

. h + 2
Si jand erénjét ¢ hernzimit jx-¥ 0, ¥=%4&;
af+br+c=0,a#0,nieD>0, S -y+I=0 y=ix
D < 0 ose =07 Nise ) = 0, stherd Vire ayficthjen

e - ke & agudbeer sistcmman ¢ barameve
HERT do ta caktojmé pornén ¢ drcjideds dhe
paraboll &,
y=12-2 15+ 415" ~4.36
¥ aidr i (12-uP=12g F- 15 +36=0, 5, 3 :
=1Ly =-1 AM12,-12; x,=3,y~6 K36
Drejidea o proné parabollin,

b} Drejiéan & prek parsbolién, d.m th. Eshad tangjents e parghollés,
¢) D dhe parsbolls muk kand piks i pérbashkétn



? Cukio kushtin sshiu gF drejiden v = kx + n ¢ prek, ¢ prend ose nuk ka pika &
pérbushkéin me parmbollén ¥ = 2px,

Vire zgjidhjen: e

oy : [_r-h'-l-l

S T s :

x4+ 2 - i+ 0 = 0.
Diskriminants ¢ bargrimnt D = (2(kn - p)F - 4%
D = dplp - 2kn). e ;

Pasi > 0, shenja ¢ diskritinandes varet pre] shprebjes - 2. fig

Cakto pozitén reciproke 1€ parabollés 3 = dx dhe drejifzis:
)2+ Jy+d=1x bix-Jy+9=0k Qix-p+i=0
Vire syjidhjes

_

) Prey bararimit o drejiesss vipn i--%--%.::-—%=-%.mlﬂm'ﬁ-
Zp=d.dmhp=2, pn ;-:h-u-z-[-%]- [—:]q'%- 0
Damethéné, drejiéea ¢ prené parabollén.
Caleto koordinatot ¢ pikiiprerjeve me zgjidhjen e sistemit.
b Piér cilén viers o parametrit & drejtéza y = kx + 3.

8) ¢ prené parsbollén = fir; b) e prek parsbollén 3 = 4x;

¢) muk kané pika 12 pértashbite me parsbolién 3 = 3z

VEre sfidhjeu
¢} Prej parabaollis vijon 3pr = 3, p = %,H‘lﬂﬂjlﬁlﬂhp-lﬁt{ﬂvﬂn
L) 1

i “2-k-3=0; 3-12%k=0; t":.

b m’.ﬁl“d-ﬁﬂf-hﬂ“ﬁﬂﬁ



Vire egjicthje Ay

E* 1

Tangjentsl ¢ kiksars jané:
Ey=y =kix-x)
y+7=Hx-35)
y=hx-5k-7

- B R e

Prej parsbollés vigon 2p = K. p = 4, pra duks 3
stvéndésuar oé kushtin pér prekjc kemi. .

4 2K(-5k-T) =0 3

S+ Tk+2=0

2 2
tl..;" l'.;_r= i;‘:i 5;

ky=-l, fiyp=ox-2,fg2

fig 2

6= Shkruaie barashmin o tangicnid s parabolles y* = R e cila sl paralele me drejtézén

Flisdy-3=0
Vére mjidhjes

Prej kushtit pér parubelizém kemi &t = kp = -1.
Tanggenin ¢ kirkusr Eshié

Ey=lkc+n dmth y=-xr+a
Prej kushtis pér prekje kemi e

A
i

p-ln=0dbep=dhomi 4-2-(-1) n=0, n=-2,
pa cy=-x-1 figl

B

-

;,-;.;:.yf'

fig. 3

!bmmhlulﬁmhﬂwnﬂlhf-!px.nl pikén

Tls,, v,) prej parabollés.

b ére agfidhfes
¥ Tangjenta ¢ kérkuar saué

Eyey=Me-x) y=krty, - kx.



Koeficientin & do ta cakiofm prej kushiit pér prekje,
p-lin=0mmun=y «hs, p-2kiy-kx)=0 2xk-pk+p=0,

Pusi ro piken T mund i@ iérhiqet vetdm njk iangjonté, domethénd harsrimi sipas o pamchrts
k kn vettm njé rgjidhje. Kjo Ssbi e mundshme veiém nise 1 = 0

2
NE kb et & =k = k= -:—Eq- - E’a-- %

Prej 7 = 2px, vijon k=3P o P pey burasimi | ingentés Sshid
oy N
,-,,—r%[:-;l} b cill pas rrogullimt Gshad | formis i = pile 4 )

b Né pikén TT1, y), ¥ >0 prej parsboliés »* = 64 x 1 shirubet bararimi | taagjemtés
wi parabollis.

Vére rpjidijen
' Pika ¢ kitrkuar Bshié ¥ = 64 - |, =48, pra 771, 8).
Prej parabolis 3 = 6dx vijon 2p = 64, p = 12, kurse tangjenta
gy =pixtx)k y-B=2s+ 1) y=4dx+4

Detyra
(1) Cakoo pikiprorjer e drejitzin dbe paraboliés:
B2 +y-4=0, V= dr; M2r+y-2=0, 3 = 16z
() Pér cilén vierd 12 parametrit n drcjtézn Sz + 2y + = 0 ¢ prek parsbollén y* = 20x.

(3 Shkruaje tangremtin e paraboliés 1¢ deshedqur pecj pikis M, nése
0P =R, M6, 8L by =95, MO, 3)
(%) Prej pikis A(-2, -2) janst séchequr amgjeniat & parsboliés y* = 16x. Shkrul:
) barzrimet ¢ wagjentave;  b) cakito kindin ndévrmjet tangjentave;
(5) Shkrusj barazimin ¢ tngjentés 55 parabollés y* = 12x @ clln Eshi:
u) puralele me drejiézén dx - y+ 5 =0, b) normale me drejidein 2e+ y - T=0,
) e cila me drejtézén 4x - 2y + 9 = 0 formon kiénd prej 45°.

(&) Shkruai barazimin ¢ tamgieniés dhe sormales ¢ parsboliés ¥ = 91 né pakién TT1 -3)
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b [x[al-2[-leli ]2 ] ¥ "/:"
> 2li]z]a|s

(@) w D, =R, V, =(L=). moncecoiks it t
o 1 s, it Eubid nd v b, Y

17! “ r
v ek k. b) l'(i -k
D, =R.V, =(-L=). moncwnishi rvogé- I

It i fimbein ;
)<, 22, f(2)=0 R 1) B
Pir xa (~=.2), [ (2)> 50 (2.=),

L
i -
(5]

W

@@n:-llm:--l!.uu-n s ™ =5 =y’ 2re2=0,5=1
ose =l B) 37 2 5 g w0 e 5,=X @ l]f"‘"“:!'-.t'+3.r+2=ﬁ.,l'.l
2= one.x,=2; fhioket 6 = 6™ projln 1=1. (@) a=X bj xwd

-y y-r .,
@“MT-T ?-Eﬂf S S g [ ]. [ ]‘-;-4;
(8) 1) Du ke sivimdbousr 3 = 2* fitoieet barasiom kavor 3 + 7y — &4 = 0), posj b 5 = 2
®g=1g=l D) 2205 x=1.
@@q log, 36.=2 1) log, 64 =~ o log, 1 =% 0 log 5 < =-1
(@) o) logB=rm 4" =R 2" =2 -rh-ln:-;;nl--:t 1“--%:

1
ﬂl--—. @ﬂl‘f!ﬂﬂﬂi “rn! ﬂj-""_'- @”t“il"'}-l ‘“1.

@) aFmimt 3-2-23-3=-x 24 D00 @a) -2 515003,

@ (3)a) ~x>0, xe (-0 b) 1-x>0, va (-1} ¢) £ ~450, ve(-=—2)u{2=);
m’-:h-hﬂ.u{-.1]-{4.-} (@) rrittue ot vy dhe ). (@) tog, 35 1n, v2:
th; < log, = .nlq,q.ﬁ-:hhs. @ azk b ach cash gash

(®) o ae l"-'LI:lr W ae (Lm); g as (L=)



(2) a) logx=logS+2loga+3logh; b) log x = logB+2loga+ 3logh—log5;
&) Iui;l::h‘_{u:' +‘I}—Iug{b—3}_ @I-] 1u!:=]ugg+%hi.n =;-;-].|;|sq;
b logx = 2loga-+ loga-log 3~ logh = loga-log3- 2 log.

() a) logx =log2+3log(a+b); b) log x = log#+Iloga+2log(a-b);
o) log.x = log 2+ 2log (a+1)-log(a+2)-log(a-2). () a) logx=loga+

;[I-ng::H lﬂga] Tingq; b) bog x=log 2+ 2loga+logh+ — (ln;¢+—-lugb]-

——ln‘u—'h'x#-hlu.3+ﬁ|ﬂlﬂ+:_%m‘lﬂ E:Il:l MF"{W-""W{I'“}"
e

+log(s=b)+log(s—c)) b) hnx-—[lniﬁilnsb-lnsi 2log (a~b)). @"ﬂw'

@2t 0 @ =) @ x- %e (@) sy log, 4 + og,9=

=log,36=2; b) log, 4 +log,, I6=log,, 144 = 2; c) mwm_mjﬂq"’i? =2

7l Ini:, 1= 2,

[ J -~ .E]_- ._ Hi _1
@@ Y logs 3 ogy 16=log, 3. PS5 = ) log, 5-log 2= 1o, 53— = .

@Il]ﬁ:bjl Galin‘_b+lug,b-hgb+lﬁ' =log, b-log, b=k
: I'Iu
a

bi ﬂmu+1hﬁ£n3hg, a+2log, o' =log, & v) log, a—log, l—]n;.n’ -
a
= log, a+log, a—2log, a=10.

@@ 2) —0,7488; ) 1,8S0T; <) 0.6741, (@) a) 5,7076; b) 1804,8; c) 0,0018048;
3 g5

} 0044235, =1§172: b) x=1g0,524; ¢) x= 82,

: @) o) x=1g172 b) x=1g0,524; ¢) x o e

@Lﬂ!jﬂ&l=1’1— lg x =300g 2 = 30- 1L 30003 = DO NemethEns nieme An 15 jees

nitshitvot. () s) lu=l[31;34.s:+1;n.13-3|gu.15}c b I = = 0,00091g0,0009:

o lgx=3,421g3.4% ¢ lll——l,glﬂ
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8L @yrwny @azwa @u s 3 () 100/1000: %) 10100,
@0 B2 wa=2, D16, w4 ﬂnm- mmi
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w2360 -2 (@) 030 0107, 0 0. (3) Brawr96em () 0 E‘ L

T R . 5 B @ 0w we a9 1570 0 10
(1) = 2-360° +-40°; ®) 4.360° — 20F; ©) 3-360°; ¢} 5-360" + 0.
@ ¥

(@) w0 win 115" con 160" < 0 b) pasiti; c) positr; ) positv,

@ (1) w) ain 26 > sin15%; B) poal 20 > ol A <) sin 20° > win 320", pu

Sin20% > 0, kurse sinI20°< 0. ) 1g 38" < 1g62"; &) cop 20" > oy 3007, (3 4080 ) megasiv;
bheiporisiv, (3 0) sinZ25° < sin2 12 < sin]26° < sin] 23% b) gl 54° < tgl42r < ppd s <

<tgdfr <igs2, (4) shimas’ -sines’ euutr—wmpﬁ‘—'-ﬂf_m bri negatmy
(5) c1g320" <0, ig214" > 0, (130" +pg)65" < O i shusnd o mumrave negativ

= %:ﬂ (8w 1; Bhet; bl @1 1; O
@@n‘iﬂ‘ hJ.I:I:n]n— @-ma-— uﬂ--."':,u.a-—.-. @mn-—

llﬂ'=—-. shprula e ka vlesln ._.ﬁ_ (4) o) 1-sinacosar; b (14 sinarcosa )
5
W) (s - cosa).

@@H %llﬂ-ﬁ]: n%{hw’i-ﬁ} (@) ine



W (45 ra)=cg(90" - 45" -a )= cg (45" - @) me (45" -a) 1g (45 +ar) =
=tg(45" -a) ag(as” -a)=1. (B) W) con (360" + 215" ) con (2360 + 145" )
xin (3607 + 35" ) i (360 + 45" )+ ap (2-180° 4 667 )0 (6-190° + 24 ) =

cou (180° + 35" )-con (180" = 35" |+ sin 35° -sin (190" - 35" )+ 1g 68" - cap (90" - 24" ) =
=con' 35 wain’ 35" 4122
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@ -[:Dﬂlﬁkﬁ.lunginjm:l:mmut ﬂ={ﬂ,ﬁ=¢E+,-._.E,.}. E -&sheé rgjedhur

mumri 1, E, Ssbit agiedhur oumn 2 etf, A={E,.E.E}, B={.E}.C={E.E.E.E E},
D ={E,.E,E,}. E=2. {2 }u) T¢ mundshene jané dy ngiscse ebementare, kurse ato do t' shinajme
me S pursgitia o, seméa’" dhe M-parngiipe e i, BeldSis coogim jeve slomeminn fdeg

0 = EN NRANS) SN LS. 5)). B} Githsej janE Vg = 6" w36 ngjicje chementare, lurse
bashkgaia Babné £ = {{11).(L 2 ). (LEL(ZL (2 2),en (26, (B8]

e) Q={(NDANIL. ANAEDIED. 58] Githse ka 12 ngjarje ehenestare.

@Hn’ldl:ﬁr-muﬂhlﬂﬂl rregull le ts shEnajme me Gij (ngjyré e gelleir), E, me K

{jo i ereguli-ngiym e kuge). Numr | ngiarjeve elementare 848 'y = 2° = 8, kurse bashikisia sha

0 = [{GRGJG] ) (GRFK ), (GIKG) ), (KGIG] b (GIKK ), (KK 3, (KKG) 1L (KKK 3]

A= |(GIKK ) (KGJK ) UKKGY )0 B = ((GIGK ) 0GKG) ), KGG ) )

€ = | (GG (GG ), (GRGT), (KGHG, (GIRKD), (KGR, (KK

D= | (GGG (GFCERY, (GIKGN, (KCGHGH | (4 ) 8) Shiamss shos cift nése o 18 dy zaret né faget ¢
siperme ko numir ek o8 plksve 1,3,5 ose numer gift of pikéve 24,6, Numri i pérgiithsbEm | fageve

slementare &shall Vs +V; =0+9 = |§ (variscione me pérséritie b) B = @, ngjnrja Esbaé ¢ paomuncshme
shama e pikéve pé 18 dy znret puk mund 18 jeE mi e madhe s 12

&) € ={{L1)(2,2),(3,3).(4,4).(5.5).(6,6)); 5) 8 fcpet e sipabrne 12 scareve dhibet b paragjiten

s |

:lg.r:inulg::—%



ik shumn ¢ 18 ciléve Esing 10, 11 b 12. D = {(4,6),(6.4).(5.5).05.6).(6.5).(&8)}
(] T2 githa ngaricl clomontar jané ariacions (o & chmenss s klady 165 Cijnboury kx

Vs = 216 mpjare clementare. por calanies si prodiim ; Delarss d =

= ({L23456)xL234.56)x{L234.506)

@G} Ka 10 mgparye  masmadubems,_poe vesém | Sxbug | voliubém

(@) a=12+ B4 V=6l mu ), FH!-E-EHL@-I PA)=

k8 ¥
8010
W P(E)=t=ls 02 ) m=25, m= b, P(C)= 2= 2203125,

(@)n r:nj-%-i; b) =32, e 8, o abil e 32 fotrm ka8 , ik etrn, lusrwe

Ffﬂ}-%-i-@uummnmmﬁ=ﬂr R
A= {01022 (03).(44).(35).(6.6)}. m=6, 8 P(4) =5 =

B = [L0,01.2), 0130, (2,1),(2:2) ) m = 8, kurve P(B) = % Buhut e qune, P(A)> P(B).

() m =35, lurse ngjarjet e volilshme jané ndue a8 dy saret ks aumie tek | pikive {1.2,5)

one e it i (24,6, ma3 47 3 3 w1 ()= 2 wis. (3) ) 2(4)- %:
b) Tapat ¢ bardh t'i shinojmé me b, b, b, b, b, kurse me ngiyed o sest o, €, ¢, ¢, Nggane i oumd-
whme joni {080 ) (o, D00 Do, Wl Do (s DBy oy Do (e, ) (B, ),
(byay Do (B oy D0 Dy (24 D] i i st hembrmncione e 9 chommense 18 kass

o =] -[:}-’2;'-1 Nigiarie o wolitubms jand (8.8, Jo(B. 0, ) (B8, )}

P .[:}-?-m r{n}-%-%_ £} igarpe 1 vulstshew jane yko g 1 bardhe me oo

tpithg m=S 4= 20, n=36, pes rm-E:i,

9
@mlr#hh-h A=ly= %.M‘ kurse m =] '%'Elﬂ*ﬂ*ﬂh

g 2 a2 mounad 12 térhegion né & mémyrs. F[A}-% = 0,006,

() Gtci k1 =V = 6 = 216 ngjaric s, ) Nyatjod o volitsbiie i pessiscacione & mamrit 1&
pikéve shuma e i cilive Bahig 1. Atn jané permumcione i numrve (1,5,5).(3,4.4),

(AASN(LA6)(206).(24,5), pm m=3-B (3)+3-P(3)=3-343-6=27, kurse r[n].%..l,
b} Nigfarjet & vollssheme jand permustcions i memenve (1,5.6).(2.4,6),(1.4,5).(2.4.5),

[



(3.3,6),(4,4,4). m=3.P(3)+2.P,(3)+1=25, r{,q]-.__%. (0] Nusrned 113 githn ngjar-
Jeve Eshaé mumér i permuslcioneye prej ¥ elemente, d.m.th o= 9], Vetdm né njdnn proj aryoe rasteve
fitohet fala Hiperbolla, Prandsj, [Ia.uldﬂigs- 0, 2755,

‘@Huujn ehementare jané E,, E, E, E, E,iE, dmm, n=6. 1) A={E,,E,.E,}
Jﬂ-gj-icivnﬁmhncﬂpnmqitﬂmlmluﬁplﬂ.
P(A)=P(E )+ P(E)SP(E), P(A)= gt oo o= b) B={E.E,E, ).

p{g]._ l : —=—®Ftﬂ=hﬂu1ﬂﬂ:ﬂ]ﬁllﬁlﬂﬂﬂﬁi&llﬂﬂh]ll!ﬁ'pih:ﬂ]‘l-:l
6 6 betiir kearo, kurse né shpil prej 32 letra ka § lotra pik dhe § letra
haau. PE ugiajet A-ngiyrn pik m, =8, kurse pér 5§ - nglyre ke
- m, =8, pa P{A+8)=P[A)+P(B)=

55 _E @ =73 =6 =36, Shuma éshed mumér ift nése nk 18 dy andt e zareve jand

oumér tek i pikéve {1.3,5} &shiz mgjacia A, kurse namér gift i pikive {2,4,6} s ngjara 8.
lhmri.in;gjijﬂulmmm:ﬁ.-l&ht!ml=F:=9,tum|ﬂ'mm*=|._-’:=ﬂ_

N g 9 : : 4
p{,.i.;a}_p[d.].pp{g]_E_,._E:M_ @A Esli | barnbarté me sumis e plkéve,

B - numei | pikéve shuma et ciléve &k 7, m, =4, - Mmemmu =

P{A+B+C)=P(A)+P(B)+P(C)= i+%+% s Oﬂmlmmmm
tahit = €% m 121 _ 105 pirngjagion A: 1 t0pii bardh dhe 112i, m, = 4-5=20

(gdio top | bardh me gdo top b =i), Pér ngjaren B: | top i zi dhe 1 top | glelbér,

my =56 =30 gdo top i zi me gdo top 4 gjebebiér). Ngjarjet A dhe B jané disjunkse, pra
P(a+B)=P(A)s @)=+ ZE- R (@) P(R)=P(A)+ P(B)+ P(C)+ P(D):
1=0,24+0,3+0,4+P(D); P(D)=0,1. (7) Ngjarja A be o€ ket & paksén njé peodhim stardard.

Mgjarja e kundén A - nuk ka asnjé prodhim standard,

20-19-18 s 1!-l4-13_
n=Cg = —a =1140), ngjarje 8 volitshme pér A jan == = 445,
91 ]3? —
FlA)=1-F 1—— T =
(A)=1-P(A)=1-m=l-— 2, .L::c_lﬂ.iﬂ {A.8.c.D}

P{A)= 10,16 12 gélluarit né zonén ¢ paré, P{B)=10,24 - gfllusrit n zonén e dyte, kurse
P{C)=10,28 -tk qblluarit né zonén & tretE. Ngjaga [ - shenjestra & pa qelluar,
P(52)=P(A)+P(B)+P(C)+ F{E}; P{E]: 1-({P(A)+P(B)+P(C)):
P{ﬁ}:l—[ﬂ,]ﬁ+ﬂ,3¢+ﬂ.23]=ﬂ,32. Cijasa 16 qillohet shEnjestra Eshté 0,32

)



-
—

fig.2
@ OA=(3,0); OF =(4,1): OC =(24):

00 =(-5,2): OF =(~4,0); OF =(-3,-2);
0G = (0,-3). @--Mrj .!liu-]lj',
cm={; d=i-], e=-2i+5].

() @ =(4.3); F=(L-8); ¢ =(03); & =(-149); = =(0.-1).

@ (Nwa+b=M3) a-b=(-2-5): B p+g=(42): p-gq=(-a2)
D o3 woaon o -2 o G wrerez wemrs
Qx=0,y=-1, (4) u) AF = (-2,5); 0(3, 5% (8,70 o(6.-1). (3) mm2 5k

BYAIT, 2% o B4 B 1B, -2) (6) WAGN 2% WA -1 ShACT, TR SR 4).

@ Letdjetd Alx, ¥ b B, ) Ny, b, ) dhe Dix,, 3, ) jank lelmet Cle, 1)
e tupezit ABCD, kursa M dia N junk mest @ brinjéve AD dhe BC

mu.;nﬁumuﬁ-%m+ﬁl.ml M

L

fig. 1

.l'.-lr.'r. h-l-!l
HH‘-HIM'E-H{—E W Frow s, 1)

harse N tsbat mess § BC, vigom H[ﬁ;—"l.h.-&; , fig. 3
En[ﬂ-ﬂ Ej'!L_E"‘?-)_[l;‘l;"J.—.I. -‘l"‘.’!-_ﬂ.".'&]'
F § l g 2 3 2 s 1

I I
=ln=nen=xm=nen-nl=glm - -nh o a0 - r.j}-%mi Be),

(1) AB = y(-2-37 +(4-47 = J25 =830 = J2-3' + 247 =I5 =5;

BC=+d=yMudf5; P=s+ 5+2/5=5+3/5, (3) W=BCmAC=23.
(B) BE +AC «AB . () Vendi glovenetrik | kirkusas dubod simesatjn & segmentst A M, Le @

[Ba




yooé Mz, y ) fantddo puid ngs vemsli grevenesnik | kéthuar Sipas votisd i simetles s wgmeni, kemi:
MA=MB_ dmb- MA= .,‘l.l-ll’-r['_l-?.]‘ z ﬁ:ﬁ;--ﬂ' .|.-L',---vl.}i , P parey hsmhieie
Y=V ¢ (p=2) = Jla-a) +(y-4) vieais-2¥+ (2P =(r-4F + (y-4F. Pus

recholirema o barsnot ke 1 - v -6 = 0, gf pomeges harwrimis ¢ smetrales i wgmenis AS, dm b
el e | lbrisar

®w H[%J} » HG,:} (&) Prej hushtit 18 detyrés hemi
:;IHH Prof bk WA MG vipom: J(x—3)'+ (y-3) = Jlxs 2 +(y-4) . Me

mregullimin ¢ kit bansrmi ke 53 + p - 7 = 0. Prej baensimeve 1= 2|y dhe Sx = y- 7 =0 hami
{S.H-Jr-i'-ﬂ - frsy—T7=0
=1y rm=1y

—

e rgpulivien ¢ of dy sestemarve Fisnben pikas W [E+%}-

M [1! L]t o o thost e ety s by gt

o 9
(@) p=137,
® 4 | M08 ® sganaosn
., (00) Netne uimin ¢ imndin 48 et ¢ vemademson mi
d fillimin ¢ bourtnateye, cridmas ¢ 9y sty Lo
‘\ koo (b, 0) e ¥
B(0, @), fig. 3. C,
Exbil miEsi pey s
ntin AN, pra prey flor-
wukés pir largsi ke- &
M i
'y
5 >
-I-H-l,rﬂ h-"
s J-J[E-ﬁ]l --u]' E’L.
H_Hlnﬁl'_ﬂ'l )
|;w.1’]ﬁ-ﬁl+w.j}?
oy Ly 40=36+ P dy+d, y=1 -iﬁ-i.amum

Daomethéng M3, 1), fig 4.

@ (1) {_'[3 4] @) 71,3 01,0

2 6 3 18Y 3 I;I] 4 66
. u{nu.-ll.:[u,uzlh [ "[5 =
C} Le @ jené Pip,, p,) dhe Oy, q,) meset ¢ brinjéve AC dhe AC

LS



:

fig. &.
P]-“;:]..F_! 'k '}-H:z ':l

2 r 2
pref kew vijon g, = g, d.m.th, pliif"uﬂ-eﬂjn!ri!]ln;li]nmnpmj bsshatit x, gf do of thea@P T x,
dmah PR ILAB. D Prey kushitit 5 detyrls kemi:

e a4ds o ntdy
AB:BC=d:amd; x, = i i 1+1’.F¢Jh-ﬁ—-{-‘1'ﬁ]+1’:

],,:E[h-_p,]*h,mm nenta(n-x) n=n+2(n-n).
(7) cnoan

®5=l|:,[,-,—;,1+ £ (=1, 108, = vk 1) 21 b) 34 € 1t +8),

() 28,5 b)24. r:)n F=00+J116+474; b) 5, ['5 T] 5 [! E}S.im o

212
llf[% %} gs=3e. (D, =15

(1) s)ie; Bhpo: € po: b

F

@ a T %) panbe e iy

¥ 3 3 b} parnlede me boshtin x;

2 ) kalon nitpér (N0, 0
= —t 4= 0 &t barnzimi i bosheit.x;
g 0 d)x = () &shi barazimi | boshiit y

fig. 7 1 x gt
@ ajd =10 k) B'---—-:]E"J @ F[ ]F{{Lj}_ @ -}m-..%.

El] = -2 :}m=-§-‘, }m==135

@ @ wx+3y-5=0, T+glbx+Sy+17=0; n"'_" @) -+1-|

3 5 m L]

ZeXa: i+l=];£+.l.=.|_ @ I caklojmil koordinatat e pikés [,
=5 2 =5 -2 5 2

ashtagE ALY : D = 2: 3. Prej kéu, [N4, 3). Pastaj do ta shknsajmé barazimin b &L
¢ drejiteds qF kalon npér pikat C dbe D, dhe filojme: $x - 3y - 11 =0, fig. & ’
x _"_
@ o+ =L A2, 1)
b 3+E el T+I=1; .;]—+-L-=1 fig. §
2 3 _E 1 7 _5

[l



(8) ax+3y-27=0. (B) x+4y-8=0dhe x+y-5=0. (T) Detyra ka dy zgjidhje, d.m.th.
ekzissoné dy drejiiza o stilla g&: p: Zx+ 5y - 10=0 dhe p.: Y+ 5y +20=10.

(8) Esjellim barazimin ﬂmw%*%* ol 4
i
mhm-j_g.?.ﬁiﬂ:ﬂﬁﬂﬁﬂﬁmﬁﬁnﬂi: 2
1 (80 g i >
5 +[T] =13, prejku 4 =13, fig. 9. ol 3 H‘ﬁg.il

(9) u.]-1=—%: b}l=%. (i0) A=5; B=9.

@ 'I:D jt%:+3. @1}1-y+3=ﬂ; bpx+y-2=0 )3+ y+h3+2=0;
o tI+3p=2S3+9 =00

(3w o0.0): 1[%.0} B[%.I} C(0,1); B} OO, 0): cfiy) L.k}

A(Loka(t2kefo2 . :
3 1'3 T Elaindizim: a = 3b ose b = 3a, T .
Kulmi & sheribet né drejtézén e dhng, fig. 10. fig.

(&) dx+3y-15=0. (8) 3r.y-2=0. (6 1=;- (@) a)adheb dot'i caksojmé kusher:

koeficient | drejtimit &= | dhe drejiéza kalon népér (0,0), d.m.th. giatesia e segmentst né boshtin  Eshid
a= 0. Barazimi | drejstzts né formén cksplicits dshté
3a-2b+5  2a-Sh+l

‘F_I' a—b J;[ a-b |
| =2+ 5
i .|l —b.l
a-
k " 2a-5b+1
Sipas ksihiit tf detyrds k= | dhen = Odmth | ——— =0,

a=h

prej ku g=-3, b=-1 11 3
bas-——, bhm==, a=T, b=l y+3=l,
bam-gibe-3 ®

2
-i E = —i —E —f= (5] L —E . | ﬂ'; = +2-
§) I\E+115+1 EL@ a) et 6=0; }st 2 14" ﬂ]ﬁs— 13
R 4

3
sl d) —%y—%:ﬂ: &) 4;—:-%-0‘, f——rx+—==mik g ;r+—y—d-=D:

3 3 3 5

—-ax=2
r;]-r'n

l+a’®

PLL = PRl — i -

" Qn’ +m

0, :@"JFW": b) @ =307 ) g =135~



@I s =4, bjd=10 @::' Po, r= 3. Lithériar: Drejiirat e prekan nje rroth 1@ ajdjsé me
genis nit flimm e koardinatnve, nése gienden nd of mjion larpés prej fillimit o koordinarve.

(3) d=va' +5°. (@) ﬂ'=%- (5) Pk dy piken - M 01,-12) H;[ﬂ-;}

@ Bararimin e drejizés e transformojmé md formin o pergjithshme: hr+ gr-ab=10,
B+ ay — aldr

:u'.n'+h‘ '
Prej kushiis 18 detyris d = a dbe v = 0 d.m.th. n-ﬁ-:%_ pre| ku r:-u:l:s-q':::’+b:.
(-

Sipas formubés pér arpdsi prej pikés deri te drejtiza kemi- d =

(@) ML 3) () Lotk jord M Cx, ) e pikt mgn vandl gjecmetrik § kirkuar, dm th
Ix—-y+7 Ix—yp-3 . i
L ku fitohet Jx = p+ 2 =), pM (x5}
—Jin Elﬂ e s d {
Domethsbnk, vendi gieometik i kirkaar ésng drejiiz 3o -y + 2 =0, @11'+-Ig-l-3=ﬂ.

(i) Eksisiogni dy drjtéea i atilln 0+ y- 1 —-WI =dhe p, s+ y=T+ 2T =0,

@ @ Méryra [: Simetraljn £ ¢ segmentit A5 knlon népér mesin e tij F(x .x,) dhe Eshas normale
T+5 1 1

e segmmeemim, dmih. :,--"%-?. L= 3 =6, t,--r=—1=lﬂumm1m
AR .
M= r-Tdmith Iv.p-Buil 1

Ményru I1: Uidbéinlo: Barazimi | slmetrabes 88 segmentit A, mand i caksohet si vend gjeometrik i
pillcve, 1@ cilas jand njE oy 88 larguarn pro| pikave A dhe 5.
@E:-lv*ﬁ-n- f:i_-:‘. al @ m26"13°35% b @=17"151" @W,lﬂllf

@Dﬂpuhd}r:ﬁhﬂﬂ:ﬂr+y-2ﬂ=l},xvﬁy+n-l}. @15".55*. @'ﬁl"

@ dx-dy+3 =Doselr+ 2y~ 7= Udhézim. Vendi gjeometrs i pilcave b5 loiriounrs S simetralja
ekénadin. La sk jeté A x, ) gfaédo pike prej simetrales, atfherd lurgbsia , prej M deri te njéri krah dshts

=3y+ e

o hargitsi o harwhartd o, prej pikls A deri e krahu tetér, dm ih jfni=%ﬁﬂ.
.+.

X =2

@ E‘I "-34--1

Dvejiten e kiéskuar p kealon niépér pikén (0, -2),pra y—(-2)= 'T]F[:_D] el  Ftojen birnsiemin
x+Ty+ 14=0. (2) Pom=-d,m=4. (3 Pirm=-3 drejtézat jand parsbcle,
lrarse pér m = 3 ato pushiten. IE:}:'1::-5-u:x-m-+ll=n.mnmjmnnhmu

1 ) : I
==+ Prej sk pbe paralelizt = kyy = .




et piy - 1= kix - 1), Koalcientm kdo ta cakiogmd pre) kushiitd, = o,

(5) 0 P3S4 4J% W S=105 ) :E-.—m.fs_:. 75 s.-JE'F -JF
@ w=y-T=0 @ ¥=3+13=0, Sx=y-17=0, @ @2.-T @ [_1__%]_

m:mm.mumxﬂw
D 02+ P =30 (o D' 047 =20 4 (2537 00947 =28
O ha-2)" (30" =25 (2) Feakapent turghsind o poe piks der b dpemadea - vijls rrethers,

dmh d = AD =0, Pika A puhites me qendbn ¢ vijés rroibars B whiribet né vijén rrethore, C Exkas
Jinahiia vipes rrethune, e £ el of vipin rethore.

OF r[:.—%} revE: B COI) r=2 o c(-%.u}r-i $ €(0,0), r=6.

@nr='-;{:+n‘+{,-df-lt Wr=|plel-B=2 e+ siy-4F =4
(3 pes e r=lgl=sTite-0" s (y2 3ty =50 @nﬂ-lpduu--
koordiastave né pikat: M (—4,0), ¥(0.3), (2] = (~4) 43" w25, rn-.p--l. =

2
u*:nr'«[:n]'-— (@) (=-6) +(r-8) =100 {E}uh-a}’”'-n
W) o +(y=3) =25 (¥ 2) Koordinist s qencirés p dbe g juni agjsdijo i sistemmia (3 - pf + (-3 -

gF =25 dha (4 - pf + (-} - gP =25, C (B, 1} (1, -6); (x - BF = [y~ 1 =25,
(x= 1 ¥+ (y+6F =25 b) Qenelra éuhié né prevjen ¢ simetles & segmentit A5 dhe drefitzis o diboe.
Barnrien | vijks rrethors dabsdl (1 - IF + (y - 4F = |10 (10) Prej kissiteve

vijon =4, g = 7. Vija meshere (x + 47+ (y - 7 = 22 kkom gl A(-5, 7).
23

(=3 +4P+(T=rP o ldr=50 r -% ,\'T--nﬂntﬂl-:[:+lf+[r-$], -[?]

(1) A = 0. Barmrioni i vigihs resbore & kivkuar éshis (x~17 +(y~2] =14, 4=1,
G- 1+ (- 2F = 5. Za d = § Darnsiont ik shet barsaioni | vighs rethore.  (3) A =6.

@ I =l po p =258, g 222,y 229 H;.z

(%) 0 € (3.-2), r=5; b) C(2,-1), r=5; @) C(E.ﬂ} P-E; o E[m%} r -%.

@) =2y +[p!]' .[L: -ﬂ. () Marnsiond § ikmar kit 1" + 7° &+ By -+ =0,

Y+ ela+Shec=0

Zigiiehia & alsiemit 14" + db ke =0 Btk a=—|2, b+-1 c=-H
’l-.‘bﬂ'-ﬂ

Barssimi bbad 1+ 3" = 122-2y-0=00

s |



(7)) a) Detyren & e zgjidhim me sygidhien ¢ shstemit (& burazimeve, Kt detyrd do tn rgiidhim duks
ST Eruar vesing seyendrs @ viph moibore Esné né prorpen € sismerabere i@ brmpbve. Barrim | vijis
evethore Sxhié (1 - 2F + (y- IF = 28,

W(x-4F+ (v- 6§ =25.(3) g’ -%:s--m*-mm:v - ;n‘-ﬂ.ﬂ.

(8) £ 4y —Re-9y+30=0. (1) (s-4) +(y-0) =25,

@ (1) ) yu2aek o +(2ea5) =50 A(LT) B(-5.-5) & A(2-1). B(-1-2)

@.;mq,rnn:*irﬁf: Jn%-;%tr.mwmﬁnm.
) C(L-2), r=+5; l-l%%lﬂl-& o = r. drEMira e prok viEm oy

“;E > r, dreptites dhe vij rreshore mak kané pika 1 pérbashicsm

()0 €50, =18 (A + 87 )2 {Ap+ By o) 18(1+8° )= (541), B=2k 1) A=-2
(4) o) p=tf; vy qefi-2). (&) arip-p=tls-x) y=brssk ¢ (' +1)=n",
Q{I'*-l-l:ll-{!i}’.l:t%: b dn=dy #15=000  de+dy+ 15w 0, b) C(~21), r=5,

chdm

Prymhes3kab, ¢ (K 41)=(kp=g+n), 25(E" +1)m (-2 -1+ M 4 6)  k=0; k= 15_1

Ll :.=%J+$. 8 I:[“:I.H.ui.l-%,r:phu. P (1 51)= (p-g+n) .

I 4 a5 =1 ] 25 . S | 26
S i o — P mt e gt g =D
H[g*-'l]-[} -H|I, 5 []-I-n]'.n 3-t}.n- !+’q 3 n ==

[ :1-;;-&%. f, :_]'-l-';nl-‘. @E{ﬂ.lﬂ.r’ =5k -%_ ko==2 ,J[E ‘_|]..=_ TE=1

hiy=-2xis (B) 0 C(04), F =16, i y-4=k(x—8), y=ke—8k+4,

16(F + 1) {~4-8k+4) , &, . | Entii }I-EI-E*‘.I,: ya B, 00,
i 3 3 3 3 i
BLA
5&. =i, p=ar; = @m-n:-f+1-1:u+ﬁ — bty [,
I'Fuul:ﬁ p=6; b) p=90', 1ot ¥
| JE. |
C(83), 7 =5 Yo’ +6 |=(Sa+18-tn) i n =dn =12 £ :xsdy—6milt e 2as y-12=0
(00 x+2y+5=10 Uil Shikruni burazimet ¢ tangfemtave s tirhequrs pres pikiés . Zgjidhe
sistzmin & hararmeve: g burmam | langjensts me vijén rrethore, néper ikt @ fitunra g ok #gjidhje té
sistemit sbkriagc bararimin & drejiiols
(D) #* 4 5 +da—2y =20 w0 dhe (x—48) +(y-1)' =35, Celbiniar 7 g sistemin ¢ bars-

=



smeve r (Y 4 )= Op-4+35 " de (4" 4 ¥ )= (4p+3-200.
Ip+q=0
(1) (a=1) +(y+2) =16, ot Zgiidbe simcmin ¢ barssimeve {7 - 25={4p—3g+10) .
P B=(ap-3g-20f
(Tjaben, 44y, =Six- 29+ 5=0, e+ dy- 19= i) p=-4,9=0,F =25,
s Spedi=i () (1+3) +(y=1) =20, (p-1) =4, y-1=42, 7(1,3),
2os y=Suiy b) F(-3-1), Ire y+10=0 (3) 0 T(L3), 4, 2ee y=Suik T, (L-1),

vele _.ll-".;l. . 1+ _l- . i .
Lx-y-3=0 b tgP Prera e ﬂu].@m.—

vijin rreiboee né pikoe: A{=5,0), B(7.4).4, :Ta-y+35alk i, 10+ y=11=11 Tangjens

prilenné € (-3,14), P, =97,5. (5) Pitpreries june.A(5, 0), B3, 4), ngrensat
i x=§dhe Jasdy =25, =143 (€) A1), ¢ias2y=t,
N 1.1 (¥) @ 462, 2), B(2, <2); b) Nisk kané pika 18
Re=———= =, gudf’  pirbeshiia c) proben nd pikin D44, T).
ek, 8 11 (8) a) 30°; ) GOF. Lothtmim kinci mlirmjet dy
2 vigree rredhons bt Linds sdémpet angentane
e of advhesgurs né plépront

®

@
- . p— i . -
) 5'l A A @ ﬁll' x_ A
.{'\,\__I"_ f+r=da L
fig 11
lané dhen F_F dhe pika M Grafikisht ¢ caltogmd toudetin ¢ mudh 33 = AL =7 7, Komtrukogmd
trekbndish kfnddrejsd me katete © dhe hipotemrré o, Katets ¢ Sy sbad prvemdbosks: b fig 11

@ » w"{:?'“ W) Prej €=~ vijos Btk

L
Mg =g, l'-!-iml,q-'-"*i-'l @F{Mﬂ}l!-.]tt’hﬁ

@ i So 1@l b vijombt- 236028850, =30, =50; %+£-L.

(@) 0 26 435 = 3% b) 92 +100y° =4900. () 8+2=10=2m8-2=6=2csa~5;
cm3;bmd; V' + 295 = 400, (T) Piica A dubot né clipat, B éxind né clipsé, C jasbad elipaés e D)
Exhat né elipsd. (E) 92-40y-72=0, x—8=0. () To dy clipust junt

|
Fokabe nide fokusét o puthisen. Barszim kﬂlmummﬁ%i% sl



.fl ]
Tas -l

@ [:I)l}hidipahvum o =dll, & =24, proj drejobzds vijon k=~1, n=H Prej kushiit

a'k' +b' —n' =40-(-1) +24-8" =10, vijon sc drejitza ¢ prok elipsén.
b) drejtien ¢ prené elipsén; ¢ drejiér dbe clipsy kang pika i parbashkét

() w (3-3): {% %} b) dreitéza dhe elipsa nuk kuné piks & pérbashkits.

(3) a) Prej drejitats vijon & = =1, prej elipsés a® =120, 5 =5, Prej a'k® +5° - >0
vijon 20 (~1) 4 5-a" >0, 25-n' >0, ne (-5,5); by a"k 45— P =0, n=23,
e} nE (==, —4)Li{4,0). (4] a'A*+ 078 ~C" =0, 204 3p"—100=0, p=1+4,
(%) 90°. Utbémim: Shicrusji barnzimet e 8 dy tangientave 1 échequra prej pikés M.
Pujdjpi;:f:jn. b* = 24, Prej drejtizés t,-1m1,=lt,=1.hﬁmﬂph
prebje n' =+ 0", " =30-2" +24=144, R 12 5z y=22212.
(7) Ba+3y+35=0; Br+3y-35=0, (§) Lethjesé y = kx +n tangjenta o kivkuar, Pre]
1
1 N k-3
drejiézes vijon l":E dhe le t8 jeté tn#_ﬁu“,ﬂuﬁi— vijon tg 45" == i 5‘
| +kd ek
5

S 3 9 28
5

e BT il AT 3 s g4, 14
A= 3 iy 111- 3 pﬁkr-—:-!q. H§+—3 ""iarlﬂl

t.=%mll'45°=1=

riy=-geai, (@) P 244y-1020.y=2, pa M(22) P 5+ 4 =1 e

2’ A* + '8 = C*, vijon a* +166" =100, Zgjidhja e sistemit Sshid o =20, b' = 5. Barazimi ¢
etipade ishie x* + 43" =20, (10) Prej kushtit a® A* + B*B* =7 vijon
a*+8 mhddhea’ 400 =256 Zgiidhja dshiEa’ =40, b =M, kuree barazimi i olipsds
Eshia 3x® 4+ 5y7 =120,

@@ 1 x+dy—10=0. (27 [3,-‘%} H-ﬁ+1:-:-%-ﬂi—; Gx+20y-T75=0.
@Hﬂ:ﬂnﬁikﬁiﬂuﬂh!ﬂmﬂju clipafs né pikin prekbse, Normalja e elipsds Gsbié drejiéz &
elipsés qF kalon nipér pikén e dhénk t€ elipsds, por éshbE normale né tangjentin e elipsss né pikén. Pika

prekese éshoé (5, 2). Prej mngjentés vijon &, =El. kurse prey kushiit pér drefitza normale
fion b, =L, te b, =2,



n:y-y=k (x-x ) y=2=-2x+5); 2rey+B=0. (1) A(4,-1), B(22)
b: x=y=5wilk by: x4 y=10=0, N1, =C(7.5 2,5). P, =625

(%) 1t 3e+4y—-24 =1k 1, : 3c+4y+24 =1, Tangjentat jané parslche.

(6) A(3-1), B(L2Y 1,: Sx—By—35=0, 1,: Ir+16y-35=0 p=55",

@ Miwe cdo normale knlom nlpde ganidnds o elipas, stiher? koordinzial o elipsss
pikn ﬂ"{ﬂ.ﬂ} & kEnag harazimin ¢ ¢do normale. Pra duke 2évendésuar né barazimin o normales

prej kétu vijon g® = b7, d.mth. elipss éshi# vijE methors.

1 4
=¥ =%1-‘:1'-I:-J LE, ﬂ-ti.hmi 0=y -:T:'L{u—.rl].

(%) Pika H[ :“r}n 4x+3y\5-18=0. F, (—5,0), F, (+5.0).

Normalet e kirkuarn kalojng nipsés fokusét F, dhe F,, por jank normale né tangjental.
m:IEx—dy+15=0 n W Sr-dy-15=0.
i ] L]

S I P EC LA LTt ol 2
D @ 9P b =t -a v b =9, T =k B T

.I

1I!|
R

.Ifl 1
.:'u-‘:— :]-Ji' :I: X, {:3} -Ln =9, '.'I_IT=I' @ E-:_ﬁ.l'

@ ~—-r—-1 @3;‘-].- = 12. Uidhdising: ¢ = 4, pér hiperbolién shiryizoher e*=a'+bdhe

1:}--3- lose 2 ’" =i @u:=ﬂ_b’=_‘iﬁ, o a=8 b=6 b) F(£10,0);

b S W 24
P @ﬁq—:iﬂ-— L vijon @=", b=12, pra barazimi i hiperbollés ésh

4
a5t G

i T (5) 2 3¢ ~8y" w16 1) 4 = 9y' w63, (B Lesejens M(x, )
pika & kérkunr & hiperballs. Prej ?=1||[;|+5]'+_1-| m%-—{lﬁ—lll. vijon

5 = bdhe y, =443, dmth M (64443, (1) ¥ =¥ =a’, @ =25-16m5; &'~y =5,

@{:}.}A{a 0}, H[" ”]: b) A(6.2), ﬂ[% -%]

@.}f:ﬂ.ﬁ'_mzln-a pra b +a' -k =36+9-9.4=0>0 Drejisa e prend hiperbolién;

I)e gk bigresbualbén, v Wejices Bic hipe bulle sk koes piks 88 pébasliéia

(3) Prej o =20,b" =3 dbe n:-% vijon Eﬂ-i*-ﬁ--:‘ll:l: -i%. (@) a* -2 -16=54,
=2k 45 -5y =80, @ Py +d=k(z41) y=k- x4 k-4, prja’k’ -0 =" vijom

25 kT =10 = (A =4), & =1, &, --%. Tungjoniat ¢ hrkuars juné § . y=a=3,

L drs3yel6m, @



(8) ) &, =&, =1 Prej kushti pér prekje vijon ' = a't' = b';
w =15 (-1) =6m0 nedd 1 ysbrem ym-at) 61 y=—2rt b,
@ Prej o°t” —b" =m’, vijon m =41 pm
T :+jtlun@‘[ } [——J}l—-'i——u-

-0 .-;,fu-:.:. Wwmaiia né pikin A fshid 126+ 16y ~ 123 = 0, Normaljs & pikén § ésiné

Ilr-lﬁr-*lﬂ-l.’l.lhmhphnﬂmc[ ”-"],-l 1875

1 12
@ ce=dpreja’+b' mOdhe a' A"+ 0B =C " vijon o' 4 b’ =9dhe 0" 440" =18,

1] 7 i 3y = | : 3
a lT-. [ l-j. i--TL =1 @h',ﬂ r: y=kx+n, .l,l-—;.h .t=:_

4 " SR | 4 '
I= i .l'--"i'_.l-‘[:]l'z ﬂj,l *:.m“‘[—j]l-rlﬂﬂ.

46 : +
n-:lr%. DNamzimes e tong|ewinve |nod ¥ ..};i%m ¥ --;1 .t-é-;-ﬁ-.

@{D 0y =2p.paM=1plp=ly' =dr bl L =2py, lhndpkp=L
pa 2 =2y, (2) Parsbolia shai ¢ formds y* = ~2ux, p=T, pra banssioni dhil 5’ = -4
(o y=ds b =2 o ¥ =-lle ({) tiy* =18s vijon 2p=18, p=0.

F[%.ﬂ} .=—E. () Prej 6" = 9x vijon 14, pru M (4,6), F[-:—m].

F"Iﬂ ;--;]Iui‘-u%. (®) Lewjeser (x, y,) pike prej sbuolits y* = 16ix. vijon

¥ =16, F(4,0), pon 13 = (g ~4) + 35 1600 5" -8, + 16+ 165;
5l efg =150 mll g =9, 5 =—17. Pir =9, ' =169, y=+12 A(3,12), #(9,-12). Per

s=myer (3) M r"*lﬂl.l-LF[%#L-%ﬁr‘ﬂﬂ-!.!-ﬂ.ﬂ é.ﬂ
F] #

2
l[!.-l}ﬁilﬂ'. @ Prej y" =8-4.5 vijon ¥ =26, pra M4.5:6) dhe F{2.0). Drejites
irkuar dehil MF : y—6= —"-u-m 1255y -30=0.
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@} Prey kshiet wigom ae kuimer e basés o ek indeshit T

barskrahas jand A(4, 3). 84, -T)ose 4 (4, 3), B (4,

- :
-3), n|.|1r-h|nj-tf=5;- 4 /3 13

#
&k
|

y wmtx S e
4 Fig. 12
(18] Le 1€ jen A .y, e INx, -y, ) ulmet ¢ busts 48 AAOB, uikhert AB = 2y, dshet

brinja ¢ wekindiahit. Prej DA = JI:*PFJ' = 1y, vijon i J__A“'ﬂ
<4y =y dhe y) =6 dmih, o -0z, =Dome 5, =18 |

dhe y, = Dose ¥, =108 = 261, Koondmatt ¢ kubmeve

e rekibeishit just O (0,0), A{18,643 ), B(18,-643).
Thrings & rekindishit & = 61 + 643 = 1243, kurse, fig. 13

;:jﬁlﬁ‘ﬁ.mﬁ, fig 13,

1
@ﬂ} s) A(a-4), BL2): w A(3H) l'[%--—;} (@) prgj bt pi* =24-C
viggn 10-2 w280, w=4.  (3)w) 11y-A=k(s-6), y=kr—6k+8. Prej p=2n,
B =2r=th vijon £ ywx4d 1 x=dy+liel;

@ ez ye2=k{red) ymbr+ -2

Prej p=lbe $=2(2=-1), B=dk"-dk k" k-2=0 L= L=-1 pLiymdes ]
iye—x-4 WTI® @ll y=lz+l b x-2y+1dnl gjosx-35y+ 1T,

(8) Normalja e parabalbés skié drejids « clla kalon népér pikén « dhéet prej
parabuliiés dhe sormiles né lmmgpentén £ parabollis o8 mi pike.

2 ]
(5. -p[lfllj:r:h-l-l_r-t!-ﬁ,l,,:w%, l.l-j,l:]'+l--!{1-lk

Aily—3y—11=0,
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